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2. Cinematica robotilor industriali
2.1. Modelul matematic al manipularii obiectelor de lucru de catre robot

Fie un obiect de lucru (piesa sau sculd) caruia i se atageaza un sistem de referinta Oxyz. Acest
obiect de lucru este prehensat' de catre robot, prin dispozitivul sdu de prehensiune sau este
fixat de flansa robotului si ocupa diferite situdri in spatiul de lucru. In figura 2.1 se prezinta un
obiect cilindric si sistemul de referinta atasat acestuia, in diverse pozi‘;ii2 in spatiu si cu
orientari® diferite.

Figura 2.1. Modelul grafic al manipuldrii obiectului de lucru de cétre robot

Fie vectorul de pozitie al originii O; in raport cu sistemul OgXoyozo, notat cu 0p_1, similar
vectorul de pozitie al originii O, fata de sistemul O;x;y;z; este notat cu ]p_z, vectorul de pozitie
al punctului M fata de sistemul O,x,y,7; este notat cu 2rM_, etc.

Conform figurii 2.1, este evidenta relatia:

OTM = Opz + ZTM (21)

“ru = “xy o+ Cyy ot Czn ks (2.2)

! PREHENSIUNE s. /- actiunea mainii de a prinde, de a apuca cu ajutorul degetelor, ghearelor, al unei pense
etc. (< fr. préhension).

2 Pozitiile punctelor Oy, Oy, O,.

3 . . . . - - . - . . . . .
Orientarea sistemului de referintd “1” fatd de ‘“2” este determinatad de unghiurile dintre axele sistemului
0:x1y12; cu fiecare dintre axele sistemului O,X,y,2,.
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unde 2XM, 2yM, 22M sunt coordonatele carteziene ale punctului M fata de sistemul de
coordonate O,X,y,z,, iar iy, j», Kk, sunt versorii axelor sistemului de referinta 2.

Similar, °p, = %x, " T+ *vo, " Jo + 2o, " ko. (2.3)

Sistemele de referinta implicate n relatiile 2.1, 2.2, 2.3 sunt prezentate in figura 2.2.

V4)
unghi(zo, 2,)

Qo

e | /O Y0

;
| 2
X0

(a) Proiectiile lui “ry | (b) Translatia obiectului de lucru | (c) Proiectiile lui “zy pe
pe directiile axelor | din situarea 2, astfel incat Oy si | directiile axelor Ogxg, Ogyo,
02x2, O2y2, 0272 cu | O, sa coincida Oozp; lungimea proiectiei pe
rosu este 27m Oz este 2chos(zo, 7,); similar,
lungimea proiectiei pe Ogx( este
2zMmc08(X0,22), lungimea proiec-
tiei pe Opyo este 2chos(yo, 71),
etc.

Figura 2.3. Detalii ale figurii 2.1 (continuarea figurii 2.2)

In relatia 2.1 se inlocuiesc termenii sumei si se obtine:

Ory = °pa + Py = °x02-1_0+ 03’02']_0‘|' 0Zoz'k—o‘|' 2yl + Py gzt Czw kg

(2.4)

< = .- . .. .2 .
Se observa ca termenii 2x;, 2yy - 22y sunt proiectiile vectorului “ry (coordonatele lui M
fatd de sistemul de referinta 2). In figura 2.3 ¢ se observa cum “zy se proiecteazi pe axele
sistemului Ogxoyozo $i care sunt lungimile acestor proiectii.
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Daca inlocuim in relatia 2.4, avem:

Oru = 2y G+ Pymc 2+ Czyky + 0xoz'l_o + 03’02 “Jot 0ZoZ ko =
= %xy - cos(ig, iy) + 2xp - c05(jo,ip) + 2xp - cos(ko, iz) +
+ 2y - cos(io, j2) + Zym - cos(io,j2) + + Zyy - cos(k, j2) +
+ 2zy - cos(io, ky) + %zy - c0s(jo, kp) + 22y - cos(ky, ky) +
+ Oxo2 "o+ 0)’02 “Jo + 0Zo2 ko
2.5)

. .. . - 0
Daca se rearanjeaza relatia 2.5, separand coordonatele "1y, avem:

%%y = 2xy - cos(io, ip) + 2yu - c0s(i, j2) + *zy - cos(io, kz) + °xo, * Io;

Oym = 2xp - c0s(jo, i) + *yar - c0s(jo, j2) + *zar - cos(jo, k2) + 03’02 “Jos

Ozm = %xy - cos(ko, iz) + 2y - cos(k, o) + 2z - cos(ko, kz) + OZO2 - ko

(2.6)
O alta forma (mai compacta a relatiilor 2.6), in care cos(ip, 12)= cos(Xo, Xz), este:
[ OxM] [Cos(xo, x3)  cos(Xo,¥2) €0s(xo,z2)  °x0, [ Zxy
| 0J’Ml - |cos(y0,x2) cos(¥o,¥2)  cos(Yo, Z2) 03’02 | *Yu 2.7)
[ %2u cos(zp, X,)  €0s(Zy,¥,) €os(Zg,Z,) 0202J 2 Zm
1 0 0 0 1 1

Sau

0T"M = OTz : ZTM, (2.8)

unde °T, este matricea de transformare a coordonatelor unui punct din sistemul de

coordonate 2 1n sistemul 0 sau matricea de trecere din sistemul 2 1n 0.

cos(xg, xz) cos(xg,y,) cos(xg, zz)
cos(yo,x3) cos(yy,¥2) cos(yo, z,) | este submatricea de orientare;

cos(zg, x)  cos(zo,y2)  cos(zg, z2)
0
Xo,
Oyo2 este submatricea de pozitionare
0
Zp,

Daci cele doud sisteme sunt ambele situate in acelasi plan sau in plane paralele, matricea T,
devine:



17

cos(xo, x2) €0S(x,¥2)  “Xo,

O _
_T2 = |cos(yo,x2)  c0s(vo,¥2) Vo, |
0 0 1

Luand in considerare notatiile din figura 2.1, similar cu ecuatia 2.8, putem deduce si relatiile:

1, _ 1 2
™M = P2+ “Tu,

%, = %py + 'p,

Daca inlocuim in relatia 2.1 relatiile 2.9, obtinem:

oy = °p2t Py = "pit ppt Py = Opit 'ty

Se inlocuiesc relatiile 2.9 si 2.10 cu notatiile din 2.8 si avem:

0. _ 0 2. _ 0 1 2. .0p _ 0 1
= Ty ry= "Ty Ty - “ry; T = "Ty - Ty

(2.9)

(2.10)

(2.11)

2.2. Modelul matematic al unei aplicatii robotizate

Fie o aplicatie realizata de catre un robot industrial, in care acesta manipuleaza o piesa situata

pe o masa. Robotului i se atageazd un sistem de referintd denumit in figura 2.4 ,baza

robotului” (Xg, Yr, Zr) , mesei din periferia robotului i se ataseaza sistemul denumit ,,masa”

Sisteme de referinta

Z: Baza robotului= Masa : Piesa

Y

Xg

KUKA Roboter GmbH, Hery-Park 3000, D-86368 Gersthofen, Tel.: +49 (0) 8 21/45 331906, Fax: +49 (0) 8 21/45 33-2340, http://www_kuka-roboter.de
© Copyright by KUKA Roboter GmbH College

120.11.2003 | College I SG 1 1

XM, YMm, Zm), iar
piesei de manipulat
»piesa” (Xp, Yp, Zp).
Se cunosc coordo-
natele punctelor de pe
piesd (de exemplu din
fisiere CAD).

Figura 2.4. Aplicatie
industriala  robotizata
si sisteme de referinta

atagate periferiei
robotului
Este cunoscuta

situarea  piesei  pe

masd, adica matricea de transformare MTp si situarea mesei fata de baza robotului, adica R

Daca aplicam concluziile din relatia 2.11, obtinem:

KTp = *Ty - MTp

(2.12)
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Considerand un robot industrial cu 6 grade de mobilitate, care are un efector final montat pe
flanga ultimului element (poate fi un dispozitiv de prehensiune sau o sculd), sistemele de
referintd atasate fiecarui element al robotului, notate cu 1,2,..6 si punctul caracteristic al
robotului pe efectorul final, notat cu EF, avem:

RTpp = BTy 1T, - 2Ty - 3T, - *Ts - °Tg - Tgr (2.13)

Pentru ca robotul s actioneze asupra piesei, pe piesa se identificd un punct esential realizarii
aplicatiei, de exemplu centrul de masa al piesei pentru aplicatia de manipulare a acesteia.

Fie punctul C centrul de masi al piesei, definit fatd de sistemul de referinti atasat piesei, "rc.
Fati de baza robotului, centrul de masa al corpului are vectorul de pozitie “r¢, calculat cu:

ch = RTP * Prc = RTM - MTP ) PT'C (214)
Pentru ca robotul sa manipuleze piesa, punctul caracteristic al robotului trebuie sd ajunga in
centrul de masa al piesei, adica:

R

TC = RTEF ) EFT”C = RTl - 1T2 ) 2T3 ) 3T4_ - 4T5 ) 5T6 ) 6TEF - EFT'C (215)

Din relatiile 2.14 si 2.15, daca robotul 1si aduce punctul caracteristic in centrul de masa C al
piesei, avem:

BTy - MTp - Pre = BTy - 'Ty - 2T3 - Ty *Tg+ °Tg» ®Tgp - ¥Frg = FTgp - e (2.16)

Matricea °Typ este cunoscutd din montajul efectorului final pe flansa robotului, vectorii "rc si

"t sunt cunoscuti din fisierul CAD, respectiv din modalitatea de prehensare de citre robot a
piesei, iar "Tgr este o matrice care depinde de configuratia cuplelor cinematice conducitoare
ale robotului si de constructia propriu-zisi a dispozitivului de ghidare a acestuia. In procesul
programirii pe calculator (off-line) a robotului, aceasti matrice (*Tgr) poate fi calculati si se
determina deplasarile din fiecare cupla prin problema cinematica inversa.

In procesul programarii directe a robotului (on-line), programatorul deplaseaza manual
robotului Tn pozitia necesard, se memoreaza acea configuratie a brafului robotului, apoi
aceasta pozitie este utilizata in program, dupa necesitati.

2.3 Calculul matricilor de rotatie/translatie elementare

In mecanica corpurilor, ramura cinematicii, s-a studiat miscarea unui corp in general. Pozitia
unui corp in spatiu este definita fatd de un sistem de referinta fix prin coordonatele x,y,z ale
polului corpului (punctul fatd de care corpul se roteste) si cele trei unghiuri lui Euler (unghiul
de precesie y, unghiul de rotatie proprie ¢, unghiul de nutatie 0). Pentru a studia situarea
elementelor robotului, acest caz general se reduce la matrici de rotatie/translatie elementare.

Rotatia in jurul lui Oz
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Fie doua sisteme de referintd notate cu O;x,y,z; si OX2y27,, reprezentate in figura alaturata.

Sistemul O,x,y,27; este rotit fatd de O;x,y;z; 1n jurul axei O;z; cu unghiul a.

N
Zy,7

Y2

X2

Rotatia in jurul lui Ox

v

Y1

Submatricea de orientare a matricii de trecere din
sistemul 2 1n sistemul 1, 1R2 este:

1R2:

[cos(xy,x,)  cos(xy,v,) cos(xy,Z)
cos(yy,x2)  cos(yy,¥2) cos(yy,22) | =
| cos(zy,x,)  cos(zy,y;) cos(zy,2,)

[ cosa cos(90° + @) cos(90°)
cos(270° + a) cos(a) cos(90°) | =
cos(90°) cos(90°) cos(0°)

[cosa —sina 0
sinae  cosa O (2.17)*
0 0 1

Fie doua sisteme de referintd notate cu O;x,y,1z; s1 O2X,y27», reprezentate in figura alaturata.
Sistemul O,x,y»7; este rotit fatd de O;x;y;z; n jurul axei O;x; cu unghiul f.

N
Z
Z
*\ B
Y2
Y1
X],X
1 0 0
:[O cosf —sinf
0 sinf cosp
Rotatia in jurul lui Oy

Submatricea de orientare a matricii de trecere din
sistemul 2 1n 1, 'R, este:

lR2 —
cos(xy,x;)  €os(xy,y2) cos(xy, z3)
= |cos(yy,xz) cos(yy,y2) cos(yy,z2) | =
cos(zy, %)  €0s(z1,¥,)  cos(zy,2,)
cos(0°) cos(90°) cos(90°)
cos(90°) cos(f) cos(90° + B)| =
cos(90°) cos(270° + B) cos(f)
(2.18)

Submatricea de orientare a matricii de trecere din
. ~ 1
sistemul 2'1n 1, R, este:

1R2:

N c0s(90°+a)=c0s90°cosa-sin90°sino=0*cosa- 1 *sino=-sina;
c0s(270°+a)=c0s270°cosa-sin270°sina=0*cosa-(-1)*sino=sina;
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cos(xy,x2)  cos(xy,y,)  cos(xy,z3)

’\Z = [cos(y1,x2) cos(yy,¥2) cos(yy,z2)| =
Z, ! cos(zy,x,) cos(zy,y,) cos(zy,2,)
v cos(y) cos(90°) cos(270° +y)
cos(90°) cos(0°) cos(90°) =
Vv cos(90° +y) cos(90°) cos(y)
> cosy 0 siny
=[ o 1 0 ] (5.19)
—siny 0 cosy

X
1 X,

Translatii fata de O;xy, O1y1, O124

A Matricea de trecere din sistemul 2 1n 1 1T2, sistem
A Z) translatat fatad de O;x; cu a, fatd de Oy, cu b,
Z fata de O,z cu c, este:
b 1 0 0 a
a |10 1 0 b
y, Tr(a,b,c)= 00 1 c (1.20)
— 000 1
C 7
yi

X1 / X5

2.4. Analiza cinematico-pozitionala a mecanismului generator de traiectorie a robotului
5
RTT

Fie un lant cinematic deschis al unui robot serial industrial (figura 4.5) format, de la baza, din
cupla de rotatie R cu axa verticald (se mai numeste pivotare de baza), translatie pe verticala T
si ultima cupla de translatie T, a carei axa este perpendiculara in spatiu pe cupla anterioara.

Analiza cinematicd presupune determinarea:

- spatiului de lucru al robotului (ca forma si dimensiuni),

- coordonatelor carteziene ale punctului caracteristic fata de un sistem de referinta fix,

- determinarea vitezelor si acceleratiilor punctului caracteristic, prin derivarea relatiilor
de determinare a pozitiilor in raport cu timpul,

toti acesti parametrii cinematici sunt calculati in functie de:

> RTT este structura unui robot in coordinate cilindrice. Denumirea “cilindrice” provine de la forma exterioara
cilindrica a spatiului de lucru.
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e parametrii dimensionali

elementelor),

sistemului mecanic al

e cursele elementelor din cuplele cinematice,

robotului  (lungimile

e pozitiile posibile ale elementelor lantului cinematic, care se mai denumesc
coordonate generalizate din cuple.

Zp, 27
a
di+s,
0y, O, L
| X1 S
7777 | 6,
— Xg

Yo

dy 53

0.

OOI Ol Xo

Schema cinematicd 3D

Vedere de sus

Xy = Ay €0SO; + 3
- sinf,

Yu = a, - sinf; — s3
- c0s6,

Zy =dq + 55 (2.21)
unde 0;, s;, s3 sunt
parametrii de miscare®
din cuplele cinematice
conducatoare

Ecuatii de calcul a
coordonatelor
punctului caractersitic
M in raport cu
Oox0Y0zo

Figura 2.5. Schema cinematica a robotului Tn coordonate cilindrice

Parametrii Denavit Hartenberg’

Cei patru parametrii DH, notati cu rosu in figura 2.6, sunt: 0;, d;, a;, 0;. Cu ajutorul acestor
parametrii se poate face transformarea de coordonate din sistemul O;.1X;.1Yi.1Zi.; In O;X;Y Z;.

In fiecare cupla cinematica conducatoare i se ataseaza un sistem de referinta astfel:

e Axa Z pe directia de rotatie/translatie a cuplei cinematice;

e Axa X este paralela cu normala comuna intre cele doud axe O;; Zi.; si O; Z; astfel incat
Xi=Zi*xZ;.1. Daca axele Z sunt paralele, d; este un parametru liber;

e AxaY se determind astfel incat OXYZ sa fie un sistem de coordonate drept.

® Parametrii de miscare din cuplele cinematice conducitoare ale robotului pot fi de rotatie (notati cu y sau 0) sau
de translatie (notati cu s). In general, indiferent de tipul cuplei cinematice, acestia se numesc parametrii
generalizati de migcare (notati cu q) sau coordonate generalizate.
’ Notatia Denavit Hartenberg, a fost conceputa in 1955 pentru cinematica mecanismelor spatiale.
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Joint i+1
! Joint
Joint i-1 ‘j-‘ """"
1‘ %
“ 1 ]
3
i

Link i-1

-
-
-

-
-
-

-

-
-_--
--------
-----------
———————

Axis i-1

Axis i

[23]

Figura 2.6. Exemple de parametrii DH pentru 3 cuple cinematice de rotatie in plan si spatiu
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Se reia schema cinematicd a robotului RTT. In fiecare cuplda cinematicd conducatoare se
atageaza cate un sistem de referintd, dupa conventia Denavit-Hartenberg.

ZO, Zl) Z2 Zz’

Figura 2.7. Schema cinematicd a
robotului RTT si sistemele de
referinta definite conform conventiei
Denavit-Hartenberg

Din sistemul de referinta OyXoYZo
in sistemul O;X;YZ; se ajunge prin
otatie cu unghiul 0; In jurul lui OpZ,.

S2

Z5 Din 01X1Y1Z; 1n 0,X,Y,Z; se ajunge
| prin translatie cu d;+s; (s, este cursa
V7_{ momentand a actuatorului liniar, d;

d | =

On. O o este corespunzdtoare pozitiei lui O,
0, O1 R e <
’ - Xo cand s,=0, limita inferioara de cursa
Sz).

Din 0,X,Y2Z, in Oy X' Y2Zy se ajunge prin translatie pe directia perpendicularei comune
intre axele Z ale celor doua cuple de translatie, cu marimea a,, care este si lungimea
elementului 2 a schemei cinematice. Axa OsZ; ajunge de-a lungul axei de translatie a cuplei 3
prin rotatie cu 90° in jurul axei O X5

Din 0,X5'Y2Zy In O3X3Y3Z3 se ajunge prin translatie cu s3. Se utilizeaza notatii R si T
pentru trecerea dintr-un sistem in altul, Tn paranteza se trece axa fatd de care se realizeaza
miscarea si valoarea acestei miscari.

'T=R(Z, 0,)T(Z, d;+s,)T(X,22)R(X, 90°)T(Z,s3)  (2.22)

¢ —s; 0 0] L 0 O 0O 1 0 0 a 0
op. _ |51 @ 00‘_010 0 _0100‘l cgoo—sgooo_
3710 0 1 0[]0 0 1 di+s,/ |0 0 1 0 sgoocgooo

o o o 1llo oo 1 0 0 0 1 1

100 0

fo 1 0 of_

0 0 1 s3]

00 0 1
¢ —=s; 0 0] [1 0 0 a, 10 0 0][1 00 O
_ s cloo_lo1o 0 0.0 =1 0/ 0 10 0],
0 0 1 0|/fo o0 1 di+s,] |01 0 o0offo 0 1 5[
o 0o o 1Jlooo 1 floo o 1lloo o0 1
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unde c;=cos0; s;=sinb;, Cop-=c0s90°; $90-=5in90°; 01, s, §1 S3 sunt parametrii cinematici din
cuplele RTT.

cg —s; 0 O] 1 0 O g —s1 0 az;rc
s s ¢ 0 00 1 O 0 s ¢ 0 ap-s;
0 0O 1 0|10 0 1 dq+s; 0 0 1 di+s,
0 0O 0 1110 0 O 1 0 0 O 1
1 0 0 1 0 0 O 1 0 O 0
0 0 -1 0 01 0 O 0 0 -1 -—s;
01 0 O] |0 0 1 s3 0 1 O 0
0 0 0 1110 0 0 1 0 0 O 1
¢ —s1 0 a;'¢ 1 0 O 0
Sl C1 O az " 51 . O 0 _1 _53
0 0 1 di+s,] |0 1 O 0
0 0 0 1 0 0 O 1

ci 0 s; ap-cosf; + s3sinb,

s; 0 —c; ay,-sinf, — s3cos0, 294
0 1 0 d, + s, (2.24)
0 0 O 1

Submatricea de pozitionare din relatia 2.24 are elementele identice cu relatiile 2.22, adica
coordonatele punctului caracteristic M in raport cu sistemul OoXoY 0Zo.

Submatricea de rotatie R din relatia 2.24 este:

sinf; 0 —cosO;|=|cos(Yy, X3) cos(Yy,Ys) cos(Yy,Z3)

[COSGl 0 Sin91] cos(Xop, X3) cos(Xo,Y3) cos(Xo,Z3)
0 1 0 cos(Zy,X3) cos(Z,,Ys) cos(Zy, Zs)

Din figura 2.8 e observa ca O3;Xj este paralelda cu O;X;, in concluzie unghiul (Xo, X3)=0;.
Unghiul (Y, X3)=unghiul (Y, X;)=270°+0;.

Zo. 7. Zo 0373 este perpendiculara pe O;X;
(pe O;Xj, 1n sensul negativ al axei
0:Y1). Unghiul (X, Z3)=unghiul
(Xo, Yl):270+91. Unghlul (Y(),
Z3)=unghiul (180°+6,).

Figura 2.8. Sistemele de referinta
O3X3Y3Z3 $1 O()X()Y()Z() pentru
robotul RTT

O3Y; are directia verticala (e
perpendiculara pe planul
determinat de O3;X3 si  O3Y3), ¢
perpendiculard pe planul OyX(Y)
(acelasi cu planul OX;Y)),

0o, O1

Xo
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unghiul (Xo, Y3)=unghiul (Y, Y3)=unghiul (Zy, X3)=unghiul (Zy, Z3)=90°, iar unghiul (Z,,
Y3)=00.

2.5. Analiza cinematico-pozitionala a dispozitivului de ghidare a robotului RRRR

Acestui robot antropomorf® (are ca mecanism generator de traiectorie lantul cinematic deschis
RRR si ca mecanism de orientare o cupla R) i se determina relatiile de calcul a coordonatelor
punctului caracteristic M al robotului sau, prin aplicarea conventiei Denavit-Hartenberg,
matricea de trecere "T,. Figura 2.9 reprezintd schema cinematicd a robotului RRRR in vedere
din fata si dedesubt in vedere de sus.

M Figura 2.9. Schema cinematica a robotului
RRRR (in vedere din fata si de sus)

Acestei scheme 1 s-a atasat un sistem de
referintd fix, cu originea in centrul bazei,
00XoYoZo. In roboticd, acest sistem de
referinta se numeste sistem atasat bazei
robotului (World Coordinates, Robot
Base)’.

Unghiurile vy, 3, s sunt unghiurile de
rotatie din cuplele cinematice
conducatoare, masurate fatd de axele

sistemului de referinta fix O¢XoYZo.
Aceste unghiuri se mai numesc $i unghiuri
absolute. In cazul in care unghiurile se
raporteazd  la  elementul  anterior,
unghiurile sunt relative si se noteaza cu 6;,

61

Se calculeaza coordonatele punctului
caracteristic al robotului:

Xy = (aq + a, - cosy, + az - cosys + a, - cosy,) - cosf,
Yu = (a1 + a; - cosy, + a3 - cosyps + ay - cosy,) - sinb,
Zy =dq +a, - siny, + az - sin; + a, - siny,
(2.25)

Dacd se aplica conventia Denavit-Hartenberg (figura 2.10) si se obtine relatia de calcul a
matricii de trecere OT4, pe baza relatiilor de trecere dintr-un sistem de referintd atasat unei
cuple in urmatoarea cupla pe lantul cinematic:

¥ ANTROPOMOREF, -A, antropomorfi, -¢, adj. Care seamina cu omul, care aminteste de om.

? Sistemul de referinta atasat bazei robotului are originea n centrul flansei de montare a robotului pe sol, iar
orientarea acestui sistem depinde de firma producétoare a robotului (poate fi diferitd la firme producatoare
diferite).
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OT,=R(Z, 0)T(Z, d))T(X,a1)R(X, 90°)R(Z, 0,)T(X, as) R(Z, 03)T(X, a3) R(Z, 0,)T(X, as)
(2.26)

Figura 2.10. Schema cinematicd a
robotului RRRR, cu sistemele de
referinta atasate in cele patru cuple

In figura 2.10, 0,Z,, 03Zs, 0474
sunt axe perpendiculare pe planul
O()X()Z().

c¢ —=s; 0 O] [1 0 0 O][1 O O a4] 1 O 0 0
0 — Sl C1 0 O . 0 1 O O . 0 1 O 0 . 0 C900 _5900 0
2710 o0 1 0[|0 0 1 d|f0o 0 1 0f]0 s9p0 9o O
0 O o0 1110 0 0 1110 0 O 1110 O 0 1
Cy —S> 0 O] (1 0 O a, _C3 —S3 0 O] [1 0 0 as
S ¢ 0 010 1 0 O s3 ¢z 0 0] ]j0 1 0 O
0 0O 1 0o{|0 O 1 O 0 0O 1 0jf0o 0 1 O
0 0O O 1110 0 0 11 10 0O O 1110 0 0 1
-C4, _54 0 0 1 0 O a4
S4 ¢ 0 O |0 1 0 O
0 0 1 0fJ0 0 1 O (2.27)
0O 0 1410 0 0 1
Matricile R(Z, 64)T(X, as) , 1=2,3,4 sunt de forma:
C4_ _54 0 O 1 O O a4_ C4_ _54 0 a4C4
S¢ € 0 01 10 1 0 O0|_|ss ¢4 0 ags,
0 0O 1 0of|0 O 1 O 0 0 1 0
0 0 0 1110 0 0 1 0 0 O 1

(98]

Matricile R(Z, 6;)T(X, a;) R(Z, 0;))T(X, a;), =3, j=4, sunt de forma:

c3 —S3 0 aszcs] [ca —sis 0 aucy
s3 ¢33 0 asgsz| |ss ¢4 0 ausy|_
0 0 1 0 o 0 1 o0 |
0 0 0 1 0O 0 o0 1
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C3C4 — S3S4 —C3S54 —S3C4 0 auC3Cc4 — ayS3S4 + azcs
_|S3C4 354 C3C4 — 53S0 auS3C4 + auC3S4 + azs;
B 0 0 1 0

0 0 0 1

€34 —S3a 0 auc3q +ascs

_|S32 €z 0 aus34t+azss (2.28)10
0 0 1
0 0 0 1

Primele 4 matrici inmultite din *T,, adica R(Z, 0,)T(Z, d))T(X,a;)R(X, 90°), sunt:

cc —s; 0 0] 1T 0O O 4411 O O O
s ¢ 0 010 1 0 O |0 O -1 O
0 o0 1 0[|0 O 1 d4] 10 1 0 O
0 0 O0 1110 0 0 1 0 0 0 1
¢ —s1 0 a1 1 0O 0 O ¢ 0 s aq
s ¢ 0 a5 [0 0 =1 0)_|s1 0O —¢ a8y
0O 0 1 d 01 0 O 0 1 0 dq (2.29)
0O 0 o0 1 0 0 0 1 0 0 O 1

Ultimele 6 matrici Tnmultite, adica R(Z, 0,)T(X, a;) R(Z, 05)T(X, a3) R(Z, 04)T(X, a4) sunt:

c; =S, 0 ayc, C34 —S34 0  auc3,+ascs

S € 0 azsy| . |S3a C3a 0 ass3s+asss

0 0 1 o0 0 0 1 0 B
0 0 O 1 0 0 0 1

C34C2 — S2S34  —S34C — S2C34 0 (A4C34 + A3C3)Cr — $5,(A4S34 + a353) + AzC,
S2C34 + €334 —S34S2 €035 0 (@sC3s + A3C3)S; + €2(A4S34 + a353) + a8
0 0 1 0
0 0 0 1

C234 —S234 A€y + A3Cy3 + AyCr34

0

_|S23¢ €234 0 apS; +asSy3 +aySz3s o)
0 0 1 0 (2.30)
0 0 0 1

Din relatiile 2.29 si 2.30, se obtine forma finala a matricii *Tj:

¢ 0 s aiq Co34 —S23a 0 ayC; +a3C3 +a4Cz34
S1 0 —c1 agsi| |S234  Ca3a 0 ayS; +a3Sy3 + aySy3,
0 1 0 dq 0 0 1 0
0 O 0 1 0 0 0 1

C234C1 —S8234C1  $1 (ay+azc; + azcaysz + a4Cz34)Cq

C234S1 —S23451 —C1  (A1+ayC; + 3¢5 + A4Ch34)8, 2.31)

S234 C234 0 d; + a8, + a3Sy3 + A4S334
0 0 0 1
Y cos(6; + 0,) = cosB; - cosb, — sinb; - sinf,;  sin(f; + 6,) = sinb; - cosb, + cosbs - sinb,, relatii

cunoscute din trigonometrie.
Notatii utilizate ¢;=cos0;; s;=sinb; c;3=cos(0,+ 03); sr3=sin(6,+ 6).
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Submatricea de pozitionare din relatia 2.31 este formata de coordonatele punctului M in
raport cu O¢XoYZo. Comparand aceste ecuatii cu relatiile 2.25, avem:
Xy = (a4 +a, - cosy, + asz - cosys + a, - cosy,) - cosf,
Xm = (a1Fa30; + a3Co3 + A4C234) 1
Sau fara notatiile prescurtate, avem:
Xy = (a4+aycos0, + azcos(6, + 63) + a4 cos(6, + 65 + 6,)) cos 0
Yy = (a1 + a, - cosyP, + az - cosyps + ay - cosy,) - sinb,
Yy = (a1+a,c; + azcy3 + a4C534)51; sau
Yy = (a,+ayco0s6, + azcos(8, + 03) + a4 cos(6, + 65 + 6,)) sin 6,
Zy =dq +a, - siny, + a; - sin; + a, - sinyg,
Zy = dq + a,S, + a3Sy3 + a4S534; sau
Zy = dy+a,sinf, + azsin(0, + 03) + a, sin(6, + 65 + 6,) (2.32)

Cele cate doud relatii pentru coordonatele punctului M sunt echivalente, daca y,=0,;
y3=0,+03; y4=0,1+0;+04. Egalititile intre unghiuri sunt evidente, corelatiile intre acestea sunt
reprezentate in figura 2.11.

Y3 =065+06,

lp3 +04 _w4_ = 360°

v

93 + 02 + (94 - l/)4) = 360°

Figura 2.11. Detaliu al figurii 2.10
pentru determinarea relatiilor intre
unghiurile absolute (y) si cele
relative (0).

cos(03 + 6, + 6,) = cos(360° +Y,) (2.33)
Problema cinematico-pozitionala directa a robotului

Pentru o anumitd structurd a robotului, dimensiuni ale lungimilor cuplelor cinematice, ale
offset-urilor si valori ale deplasarilor in cuplele cinematice conducitoare, se calculeaza
coordonatele carteziene ale punctului caracteristic al robotului.

De exemplu, pentru robotului RTT, in relatiile de calcul 2.24 se cunosc parametrii
dimensionali a; si d;, deplasarile din cuple y; (01), sz si s3. Se calculeaza Xy, Ym, Zm. Daca se
aplica conventia Denavit-Hartenberg, din matricea "T; adici submatricea de orientare, se
determina si cosinusii directori ai axelor sistemului de referinta fix, notat cu 0 cu cei ai
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sistemului din punctul caracteristic M, notat cu 3. Rezolvarea problemei cinematice directe
este simpla.
2.6. Problema cinematico-pozitionala inversa a robotului
Problema inversa pozitionala a robotului serial este mai dificila decat problema directa.

Datele de intrare ale problemei inverse sunt: structura robotului, parametrii dimensionali ai
sistemului mecanic al robotului (sau parametrii Denavit-Hartenberg 0;, d;_aj, a;), coordonatele
carteziene ale punctului caracteristic M al robotului.

Datele de iesire ale problemei inverse sunt valorile coordonatelor generalizate ale cuplelor g;.
Exemplul 1: robotul RRRR

Nu existd o metoda universald de rezolvare a problemei cinematico-pozitionale inverse.
Fiecare structurd de robot trebuie tratatd ca problema datd spre rezolvare. In unele cazuri
existd mai multe metode de rezolvare a aceleiasi probleme.

Fie robotul RRRR a cirui matrice de transformare “T4, obtinuti in paragraful 2.5, relatia 2.31
este:

C234C1  —S234C1 S (ay+azc; + ascas + a4Cz34)Cq
o, = |€23451 523451 TG (a1t+azc; + azczz + aycz34)51

5234 €234 0 dy + azS; + a3Sz3 + A4S234
0 0 0 1
Xy = (aq +ay - cosyP, + az - cosps + a, - cosy,) - cosb, (2.34)
Yu = (a4 + ay - cosy, + a3 - cosyPsz + a, - cosy,) - sinb, (2.35)
Zy =dq +ay - siny, + az - sinz + a, - sin, (2.36)

Dandu-se valorile lui Xu, Ywm, Zum, a1, di, a2, a3, a4 §i valoarea lui y4 (a patra cupld R modifica
cu preponderenta orientarea efectorului final), se calculeaza valorile lui 01, v, ys.

Se observa ca impartind relatiile 2.35 la 2.34, se obtine:
6 = atan() (2.37)
Ridicarea la patrat a relatiilor 2.34 si 2.35 si suma lor conduce la relatia:
(ay + ay - cosyP, + as - cosPs + a, - cosy,) = m (2.38)
Adica, a, - cosp, + az-cosPs = —a; —ay-cosP, ++ (X +YZ)= A (2.39)
Din ecuatia 2.36, separand termenii continand pe >, 3, obtinem:
a, - siny, +as - sinz =Zy —dy —a, - sin, =B (2.40)

Unde A si B sunt valori cunoscute reale.
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) A—ajy-cos . . B—ay-sin
Dar, din 2.39 avem: cOSY)3 = 2—1/)2; din 2.40, avem siny; = 2—%

as as
(2.41)
Ridicand la patrat cele doua relatii si adunandu-le, avem:
A—aycosy, 2 B—aysiny, 2 1
(—) + (—) =1 (2.41°)
as as
Dezvoltand ecuatia in y, din 2.41, obtinem:
A-cosyp, + B -siny, = (A* + B*+ a5 —a3) -%=C
‘az
Relatia de mai sus este de forma: A - cosy, + B - siny, = C, (2.42)

unde A, B, C sunt constante reale.

Se constatd ca rezolvarea problemei cinematico-pozitionale inverse conduce la rezolvarea
unei ecuatii trigonometrice de forma data in relatia 2.42.

Metoda de rezolvare propusa a acestei ecuatii este metoda substitutiei.
Se propune substitutia: A=r sing; B=r cos@, unde r = +VA? + B?; ¢ = atan(g)
Inlocuind pe A si B in 2.42, obtinem:

rsing - cosy, + rcose - siny, = C; sin(y, + @) = g (2.43)

— / c\? TC TC
Dar cos(¥, + @) = + |1 — (;) ; tg(y, + ) = ﬁ ; P, = atan (ﬁ) —¢@ (2.44)

Discutie: din ultima egalitate 2.43,
daca C>0, atunci 0 < sin(y, + @) < 1si —p <P, <7 — @;
daca C<0, atunci —1 < sin(y, + ¢) < 0si —m— @ <P, < —@; (2.45)"

Din relatiile 2.41, daca se calculeaza y,, se va calcula si y3, adica:

__ A-aycosp, . . __ B-aysiny;, __ B-aysiny,
CoSYz = ——=5i sinyP3 = B tgy; = yEp——— (2.46)

Exemplul 2: Robotul RRR [1]

Fie robotul din figura 2.12, un lant cinematic deschis plan. In figura s-au notat cu W punctul
corespunzator cuplei de rotatie 3, care se mai numeste Wrist Point= punct de incheietura,
apartinand mecanismului de orientare; 0;, 0,, 03, unghiurile relative orientate din cuple, E

" Pentru ci cos’o+sin’o=1
12 Ca si existe a, trebuie ca -1< sin(a)<1. Pentru cadranul I si II, 0<sina<1, deci 1<0<0, pentru cadranul III i IV,
0<sino<-1, deci n<0<27.
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punctul caracteristic al robotului, @, este unghiul de orientare (Pitch), x., y. sunt coordonatele
punctului E fata de sistemul de referinta din figura.

Problema cinematica inversa presupune cunoscute lungimile elementelor 1;, 1, I,
coordonatele punctului E x., y. si unghiul de orientare absoluta ..

Sa se calculeze unghiurile 01, 6, 05,

Efector

E final [ X J

Figura 2.12. Schema cinematicd a robotului RRR si schita ajutdtoare de calcul la problema
cinematica inversa [1]

Calculele presupun parcurgerea a doua etape.
Mai intai se calculeaza pozitia punctului W din valorile X, ye $1 ¢e.

Xy = X — l3¢08D,; Yy = Vo — l3s5ind, (2.46)

Unghiul a (din figura 2.12) se calculeazd ¢ = atan W

xw
Se considera triunghiul OAB si se aplica teorema cosinusului in acest triunghi.
12 413 — 2l 1,cosB =12 = x§, + v&,
Din aceasta relatie se calculeaza valoarea unghiului B si 0,:

2 2

0, =m—p =mn—acos
2U1,

(2.47)

Similar, pentru unghiul y din acelasi triunghi OAB, avem:
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2 +71%—2lrcosy =13

2 2 2 2
0, = a —y = atan2¥ — gcos LKW tYiv 2.48
! y w 21y W ( )
93 == ¢€ - 61 - 62 (249)

Ecuatiile de calcul a unghiurilor 0;, 6,, 05 pot sd aibd mai mult decat solutii unice. De multe
ori, coordonatele punctului caracteristic si unghiurile de orientare nu oferd o solutie unica
pentru configuratia bratului robotului. In figura 2.13 se prezinti doui posibile configuratii ale
bratului robotului pentru aceleasi valori Xe, Ve $i Q.

F 3
y L Efector
final
Configuratia
“cotsus” a
robotului ~
Configuratia “cot
jos” a robotului
0] X

Figura 2.12. Consecinta existentei mai multor solutii pentru ecuatiile trigonometrice din
problema cinematica inversa [1]

2.7 Analiza cinematica a mecanismului de orientare al robotului

Orientarea obiectului de lucru prehensat de catre robot este realizata prin miscari de rotagie in
jurul axelor unui sistem de referinta atagat punctului de intersectie ale axelor 4, 5 si 6 (notat cu
W=wrist point). Axele comandate 4, 5, 6 ale unui robot cu 6 grade de mobilitate sunt
denumite si cuplele cinematice conducatoare apartindnd mecanismului de orientare.

In figura 2.13 sunt reprezentate miscirile de orientare ale efectorului final (obiectului de lucru
prehensat sau sculei). Miscarea de pronatie-supinatie (Roll) este rotatia in jurul axei OwZw,
migcarea de flexie-extensie (Pitch) este rotatia in jurul axei OwYw, iar migcarea de aductie-
abductie (Yaw) este rotatia 1n jurul axei OwXw.
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A x,
Yaw Figura 2.13. Miscarile de orientare §i denumirile
\ / acestora
Roll
Z
Ow w
>
Yw
Pitch

Scopul méasurérii sculei (TCP)

Miscare cu taste

&

sau utilizand
Mouse-ul
6D

5

Xy *+Zy 0rLD
4
Reorientarea dupa varful R
sculei (TCP) A "h
+XW0RLD +YWORLD
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© Copyrightby KUKARoboter GmbH College 108.01.2004 | College IAC 11

In figura de mai sus sunt prezentate miscarile de rotatie in jurul axelor sistemului de referinta
atasat sculei (efectorului final) pentru robotul Kuka. Corespondenta dintre cele doud notatii
este: pronatie-supinatie corespunde miscarii C, flexie-extensie corespunde miscdrii B, iar
aductie-abductie corespunde miscarii A.

Cuplele cinematice conducatoare ale mecanismului de orientare al robotului serial sunt numai
cuple de rotatie. Mecanismul de orientare are, in functie de necesitatile din aplicatiile
robotului, 1, 2, sau 3 cuple cinematice de rotatie. In figurile 2.14 sunt prezentate trei scheme
cinematice ale mecanismului de orientare al robotului cu doud/trei (RR) sau (RRR) cuple
cinematice conducatoare.
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)
ZW i ZW _| ZW
/) — |— /) —

/A = /A

N2

Y

w
PR YR YPR

Figura 2.14. Exemple de scheme cinematice ale mecanismului de orientare

In figura 2.15 este prezentatd schema cinematici a mecanismului de orientare a robotului
Kuka, ABB, etc.

X
" Figura 2.15. Schema cinematicd a

4 0, 0, mecanismului de orientare RRR

Pentru analiza cinematicd a mecanismului
de orientare se determind matricea “T,

care are forma generala:

[nx Oy Ay 3x06]
3
7™ % % Yo (2.50)

n, 0, a, 3ZO ’
0O 0 o0 1

6

unde ny, Oy, ax etc. sunt valorile cosinusilor directori, valori numerice cuprinse in intervalul
[-1,1].

Ipoteza simplificatoare in analiza cinematica a acestui mecanism de orientare este cd acest
mecanism este sferic. Centrul sferei determinate de multimea pozitiilor posibile ale punctului
M coincide cu punctul incheieturii (Ow), originea sistemului de referintda OwXwYwZw. In
consecinta, 3XO6: 3y06= 320620. Din acest motiv, In loc de a se realiza calculele cinematice cu
forma matricii de trecere completd, se va utiliza in cele ce urmeaza doar forma submatricilor
de orientare.

Determinarea matricii de trecere, in functie de miscarile din cuplele 4, 5, 6 se poate realiza cu
relatia: >R = Rot(Z,0,)Rot(Y,05)Rot(Z, 6y). (2.51)

Din relatiile 2.50 si 2.51 avem:

Ny 0y Ay ¢, =Sy 0][¢s 0 sSs][ce —se¢ O
ny, 0y ay] = [_5'4 Cy 0][ 0 1 0] [S6 Ce 0] (252)

ng 0z Qg 0 0 1ll=ss 0 csllo 0 1

Relatia 2.52 se va rearanja convenabil; adica
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Cy —Sy -1 Qay Cs 0 Ss]1 [ce —Se 0
Sy Cy4 ny Oy ay[=10 1 O0f|sg cg 0|, unde matricea inversd

0 0 az —ss 0 ¢l 10 0 1
Cy ¢, sS4 0
este: [54 c4 0] = [—54 Cy 0]
0 0 1 0 0 1

Efectuand tnmultirile matricilor de ambele parti ale egalitatii, se obtine:

NyCy + Ny Sy 0xCyq + 0,5, AxCs + Ay Sy C5Cg —Cs5Sg  Ss
=NySy ¥ NyCy 70y, £ 0,6, [~ xS, T ayCy| =| Se Ce (0l (2.53)
ny 0, a; —Ss5C6 S5S6 Cs

Alegand convenabil egalitatile intre elementele matricilor de ambele parti ale semnului egal,

avem: —a,sin, + a,cosb, = 0;tg6, = a— 0, = atan( ) + kn

Ay

axCc0s04+aysind,

axcost, + a,sind, = sinbs; a, = cosls; tgs = " ; O =
4
= atan (LTI o gy (2.54)
zZ

Pentru a se obtine o forma mai elegantd (matematic) pentru 6s, se cautd alte expresii pentru
calculul lui sinfy4 si cos4 si avem:

a
a,cosfy — a,sinb, = 0; a,*(1 — sin®6,) = azsin®0,; sinb, = +
tax* +a,
a
a,cos8, — aysinb, = 0; a,’cos?0, = az(1 — cos?6,) ;cosb, = ——= (2.55)
+ /axz+ay2

Utilizand relatiile 2.55 pentru sin si cos de 04, obtinem:

Ay ay \
ay——2— ta,——L——
/xi,/ax2+ay2 yiwlax2+ay2

a;

a,cosl, + a,sind,

05 = atan< > = atan

az

+ (ax?+a,?
N (2.56)

0s = atan
az
SinBg = —N,sinb, + n,,cos0,; cosby = —0,sinb, + 0,,cosb,
—NySinfs+nycos6 —NySinfB4+nycos6
tghs = ——>X—: f, = atan [———>——=) +kn (2.57)
—04xSinb,+0y,c056, —0xSiNnby+0y,056,



