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3. Mişcarea diferenţială şi comanda mişcărilor robotului 

3.1 Determinarea matricii Jacobiene ȋn robotica industrială 

Fie robotul industrial serial din figura 3.1. S-a notat cu O0x0y0z0 sistemul de referinţă ataşat 

bazei robotului (ȋn literatură: World Coordinate System), cu M punctul caracteristic (TCP-

Tool Center Point) pe efectorul final. Fie vM vectorul de viteză liniară al deplasării punctului 

caracteristic şi ωM vectorul de viteză unghiulară al rotaţiei sistemului de referinţă din punctul 

caracteristic (cel care determină variaţia orientării efectorului final al robotului). 

Figura 3.1 Viteza liniară şi 

unghiulară ȋn punctul 

caracteristic M 

Fie qi parametrii 

generalizaţi cinematici de 

deplasare ȋn cuplele 

cinematice conducătoare, 

unde i=1÷n, n=M, gradul 

de mobilitate al lanţului 

cinematic deschis al 

robotului (de regulă M=6). 

Ȋn cazul robotului 4R din 

figura 3.1, qi=θi (4 cuple de 

rotaţie), i=1÷4. 

Fie coordonatele punctului M: XM, YM, ZM, t timpul şi vitezele liniare şi unghiulare ale lui M. 

  ̅̅ ̅̅  
     

  
  ̅  

     

  
  ̅  

     

  
  
̅̅ ̅ 

  ̅̅ ̅̅  
      

  
  ̅  

     

  
  ̅  

      

  
  
̅̅ ̅,  

unde Ya (Yaw) este rotaţia ȋn jurul axei OWxW, P (Pitch) este rotaţia ȋn jurul axei OWyW, Ro 

(Roll) este rotaţia ȋn jurul axei OWzW. Ȋn cazul robotului din figura 3.1   ̅̅ ̅̅  
     

  
  ̅  W este 

wrist point, punctul de intersecţie al axelor cuplelor cinematice de orientare. Ȋn cazul robotului 

cu 6 cuple cinematice, notăm matricea vectorilor de viteză liniară şi unghiulară cu  ̇  

   ̇   ̇   ̇    
̇    ̇     ̇  ;  ̇     ̇   ̇   ̇     ̇     ̇     ̇  

 . 

Comanda deplasării punctului caracteristic cu o viteză controlată de-a lungul traiectoriei sale 

este o caracteristică importantă, necesară ȋn foarte multe aplicaţii industriale (de sudare, de 

vopsire, de debavurare, de lipire, etc.).  

De aceea se pune ȋntrebarea: comandȃnd viteza unghiulară din cuplele cinematice la o 

anumită valoare (   ̇ , ce viteză obţinem ȋn punctul M sau, pentru o anumită viteză ȋn M, ce 

valoare de viteză comandăm ȋn cuple? 

z 

O0 

M

  

X0 

Z0 

x 

Y0 

vM 

ωM 

W 
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Legătura ȋntre cele două matrici de viteze din cuplele generalizate  ̇ şi de coordonate 

generalizate  ̇ se face prin matricea Jacobiană: 

 ̇    ̇  [
       

   
       

] [
  ̇

 
  ̇

]        (3.1) 

Prin ȋnmulţirea matricilor, relaţia 3.1 devine: 

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

    

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

    

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
    (3.2) 

Determinarea elementelor matricii Jacobiene 

Dacă eliminăm numitorul din prima ecuaţie 3.2, avem: 

                                               (3.3) 

Dacă se ȋmparte ecuaţia 3.3 cu    , obţinem: 

   

   
    

   

   
    

   

   
    

   

   
    

   

   
    

   

   
    

   

   
   (3.4) 

   

   
        

   

   
    

   

   
    

   

   
    

   

   
    

   

   
   (3.5) 

Dar, 
   

   
    

   

   
      

   

   
   pentru că deplasarea din actuatorului cuplei 1 nu 

influenţează celelalte deplasări (mişcări din motoare) din cuplele 2, 3, 4, 5, 6. Putem 

concluziona că:     
   

   
. Din cauză că coordonatele generalizate ale punctului M sunt 

funcţii de parametrii generalizaţi din cuple, adică 

                                            
  ,     

   

   
 (derivată parţială a funcţiei f1). 

Similar pentru obţinerea termenului J12, avem: 
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, de unde, prin acelaşi 

raţionament, obţinem:     
   

   
.  

Extrapolȃnd raţionamentele pentru toate cele 6 cuple cinematice, obţinem matricea Jacobiană: 
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       (3.6) 

De exemplu, ȋn cazul robotului ȋn coordonate cilindrice, avem matricea Jacobiană 3×3 (3 

cuple cinematice conducătoare, θ1, s2, s3 parametrii cinematici din cuple), iar elementele lui J 

sunt:  
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Relaţia 3.1 devine, pentru robotul RTT: 

 ̇    ̇  [

   

   

   

]  [
                 

                 

 

 
 
 
 
 
      
      

 

] [
  ̇

  ̇

  ̇

] 

    (                    ̇    ̇      ; 

                         ̇   ̇                 ̇. 

3.2 Proprietăţi ale Jacobianului [1] 

Fie, de exemplu un robot industrial serial cu lanţul cinematic deschis RR, ca ȋn figura 3.2. 
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Figura 3.2 Schema cinematică a lanţului cinematic RR 

Relaţiile de calcul ale coordonatelor punctului caracteristic xe, ye sunt: 

                        ;                             (3.7) 

Dacă se iau ȋn considerare mişcările mici, infinitezimale, din cuplele care intră ȋn relaţia de 

calcul a lui xe, ye, se determină vitezele de mişcare ale efectorului final. 

    
   

   
    

   

   
      

    
   

   
    

   

   
           (3.8) 

Relaţiile 3.8 au o altă formă de scriere matricială, astfel: 

 [
   

   
]  [

   

   

   

   

   

   

   

   

]  [
   

   
]                (3.9) 

unde cu J s-a notat matricea Jacobiană
1
, care exprimă relaţia diferenţială ȋntre deplasările din 

cuplele cinematice conducătoare şi mişcarea punctului caracteristic pe efectorul final. 

Prin derivarea relaţiilor 3.7, matricea Jacobiană devine: 

                                                           
1
 Carl Gustav Jacob Jacobi ;  (10 decembrie 1804 – 18 februarie 1851) a fost un matematician german care a 

realizat contribuţii fundamentale ȋn matematică (funcţii eliptice, dinamică, ecuaţii diferenţiale şi teoria 

numerelor).  

 

Efector final 

Cupla 2 

Cupla 1 

Element 0 

Element 1 

Ele-

ment2 
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  [
                                  
                                   

]    (3.10) 

Matricea Jacobiană reprezintă sensibilitatea deplasării efectorului final (punctul e) la 

deplasările din actuatoarele cuplelor 1 şi 2 (θ1, θ2). 

Matricea vitezelor generalizate din cuple este:  ̇     ̇   ̇ 
 ; matricea vitezelor punctului 

caracteristic       ̇   ̇ 
  astfel ȋncȃt vM=J ̇. 

Proprietăţile matricii Jacobiene 

Matricea Jacobiană J are un rol important ȋn analiza cinematică, proiectarea şi comanda 

robotului.  Matricea Jacobiană se poate descompune ȋn: J=(J1, J2), astfel ȋncȃt  

       ̇      ̇         (3.11) 

Unde J1 exprimă influenţa mişcării din cupla 1 asupra mişcării punctului caracteristic, similiar 

J2 pentru cupla 2. Fiecare coloană a lui J reprezintă ve generată de cupla corespunzătoare, 

cȃnd celelalte cuple sunt imobile. 

 

Figura 3.3. Interpretarea geometrică a coloanelor matricii Jacobiene 

Ȋn figura 3.3 J1 este perpendiculară pe dreapta OE, J2 este perpendicular pe l2. 

Generalizȃnd relaţia 3.11, avem: 

 ̇      ̇      ̇         ̇, unde  ̇                        şi n este 

numărul cuplelor active. Interpretarea geometrică a lui Ji este că acesta reprezintă viteza 

efectorului final, liniară şi unghiulară, atunci cȃnd toate elementele sunt imobilizate, mai puţin 

cupla i, care are viteza de valoare 1. 

Cupla 1 
Cupla 2 

Element 2 

Element 1 
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Exerciţiu: Fie robotul cu 2 cuple din figura 3.3. Relaţiile de calcul ale coordonatelor punctului 

E utilizează unghiurile absolute, notate cu ψ, spre deosebire de unghiurile relative θ. Ȋn cupla 

1 ψ1=θ1. 

Elementele Jacobianului sunt funcţii de deplasările din cuple şi de aceea variază ȋn funcţie de 

configurarea braţului. Derivatele parţiale 
   

   
  şi 

   

   
 sunt funcţii de θi, de aceea Ji variază cu 

postura braţului. Viteza efectorului final variază ȋn funcţie de direcţia şi mărimea lui Ji. Dacă 

vectorii Ji au direcţii diferite, efectorul final se mişcă pe o direcţie şi cu o valoare anumită. 

Dacă, vectorii Ji sunt aliniaţi, efectorul final nu se poate mişca ȋntr-o direcţie oarecare. Ȋn 

figura 3.5 se prezintă două posturi particulare ale braţului, ȋn care cele două elemente ale 

robotului RR sunt coliniare, extinse sau suprapuse. Aceste poziţii sunt denumite poziţii 

singulare, iar condiţia de poziţie singulară este det J=0. 

Matricea J (relaţia 3.10):   [
                                  
                                   

] 

 degenerează ȋntr-o configurare singulară, cȃnd θ2=0° sau θ2=180°. 

Dacă θ2=0°,   [
                        

                        
]; 

 Dacă θ2=180°,   [
                       

                         
],  

Pentru ambele cazuri,         [
                     

                      
]   . 

 

Figura 3.4. Unghiurile absolute unui robot RR 

Element 2 

Cupla 2 

Cupla 1 
 

Element 1 Ψ2 
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Figura 3.5. Postura cuplelor cinematice (configuraţiile braţului) ȋn configuraţii singulare 

3.3 Problema inversă a vitezelor unui robot 

Problema inversă a vitezelor este de a găsi valorile vitezelor din cuplele cinematice  ̇  

   ̇   ̇ 
 , pentru valori date ale vitezei efectorului final            . Dacă robotul nu este 

ȋntr-o configuraţie singulară, problema se rezolvă din ecuaţia: 

 ̇                (3.12) 

Soluţiile ecuaţiei 3.12 sunt unice, spre deosebire de rezolvarea problemei cinematice inverse, 

la care se pot găsi mai multe soluţii. Controlerul comandă şi reglează vitezele din cuple, dar 

pentru a comanda viteza dorită a efectorului final ve, se utilizează o schemă de urmărire a 

vitezelor din cuple pentru viteza dorită, care se numeşte „Resolved motion rate control” 

(Whitney, 1969). Această schemă calculează vitezele din cuple  ̇ cu relaţia [24]: 

 ̇        ̇            , unde       ̇ descriu traiectoria dorită a efectorului final şi 

viteza pe traiectorie, X descrie poziţia curentă generalizată a efectorului final. 

O poziţie generalizată conţine un vector de poziţie descris faţă de sistemul de referinţă de 

bază, la care se adaugă reprezentarea orientării (unghiurile lui Euler). 

Matricea Jacobiană inversă se poate obţine doar dacă dispozitivul de ghidare al robotului nu 

este ȋntr-o poziţie de singularitate.  Dacă gradul de mobilitate >< 6 sau e ȋn poziţie de 

singularitate, Jacobianul nu e o matrice 6×6 şi se calculează o matrice Jacobiană pseudo-

inversă.  

Exemplu de comandă a mişcărilor efectorului final: Fie robotulul din figura 3.6. Se doreşte 

mişcarea efectorului final cu viteză constantă din punctul A(2,0), B(ε, 0), C(0, ε) şi D(0,2).  

Se consideră l1=1, l2=1.  

Nesingular 

Configuraţie 

singulară A 

Configuraţie 

singulară B 
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Figura 3.6 Traiectoria ABCD ȋn apropiere de poziţii singulare (ȋn apropierea lui A, D şi B, C) 

Din relaţia 3.10, dacă l1=l2=1, se obţine: 

    [
                            

                            
] (3.13) 

Inversa matricii Jacobiene este: 

    [

          

     

          

     

                 

     

                 

     

] (3.14) 

Din relaţia ̇ =J
-1

* Vx, unde ȋn acest exemplu Vx=[vx vy]
T
,  ̇     ̇   ̇ , şi 

[

          

     

          

     

                 

     

                 

     

]  [
  

  
], prin ȋnmulţirea matricilor, obţinem 

relaţiile de calcul ale lui   ̇    
̇ , adică: 

  ̇  
          

     
   

          

     
   

  ̇  
                

     
   

                

     
   

 (3.15) 

Dacă se reprezintă variaţia lui   ̇    
̇  cu relaţiile 3.15, se obţine graficul din figura 3.7. 

D 
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Se observă că ȋn apropierea lui A şi D, viteza din cuple tinde la infinit, adică ȋn matricea  

Jacobiană, pentru θ2=0, π, obţinem: 

  [
                            
                            

]         [
             

            
] 

  [
                            
                            

]         [
      

        
] 

ȋn ambele cazuri det(J)=0, deci poziţiile sunt singulare.  

Concluzie: ȋntr-o configuraţie singulară, cel puţin ȋntr-o direcţie, robotul nu poate genera o 

viteză diferită de zero a efectorului final. 

 

Figura 3.7 Variaţia lui   ̇    
̇  pentru traiectoria ABCD 

3.3 Comanda mişcărilor (PTP, liniare, circulare) ale robotului 

Toţi roboţii industriali, indiferent de producător, sunt concepuţi astfel ȋncȃt punctul 

caracteristic M să se deplaseze pe traiectorii PTP, liniare şi circulare.  

Pe lȃngă mişcările pe traiectorie, robotul poate să aibă: 

- mişcare în contact (cu obiectele exterioare): robotul se opreşte sau îşi schimbă direcţia de 

mişcare la contactul cu obstacole exterioare; 

Configurare 

singulară 

Configurare 

singulară 

Viteza 

din 

cuple 

timp 
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- mişcare “compliantă”: braţul robotului reacţionează la forţele exterioare, încercând să le ţină 

stabile şi minime pe parcursul mişcării; 

- mişcare grosieră: robotul execută mişcări cu viteze şi acceleraţii mari; 

- mişcare precisă: robotul execută mişcări cu viteze şi acceleraţii mici, asigurând precizia de 

poziţionare a punctului caracteristic. 

Mişcarea PTP 

Mişcarea PTP (Point-to-Point) este mişcarea în care punctul caracteristic al robotului se 

deplasează din poziţia de start în poziţia ţintă pe o traiectorie oarecare, care nu este 

predictibilă de către programator (figura 3.8).  Poziţia P1 din figura 3.8 este poziţia de start, 

P2 este poziţia ţintă, 

TCP (Tool Center 

Point) este punctul 

caracteristic al 

robotului. 

  

Figura 3.8 Mişcarea 

PTP a punctului 

caracteristic al 

robotului 

Poziţiile P1 şi P2 sunt 

poziţii memorate şi 

salvate în memoria 

RAM a controlerului 

robotului.  

 

Figura 3.9 Profile de 

viteză pentru 

sincronizarea miş-

cărilor tuturor axelor 

robotului 

În cursul programării 

on-line (adică 

programarea directă pe 

robot; se învaţă 

poziţiile din aplicaţie 

prin aducerea 

robotului cu ajutorul 
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panoului de învăţare în poziţiile necesare, se editează/se testează programul direct în/din 

controler). La memorarea unei poziţii a robotului se salvează valorile coordonatelor 

generalizate din cuplele sale cinematice conducătoare (qi, unde i=1÷6, dacă robotul are 6 axe 

comandate, unde qi este unghiul θi dacă cupla este de rotaţie sau deplasarea si dacă aceasta 

este de translaţie).  

Comanda mişcării PTP din poziţia de start în cea ţintă se generează în controler, pentru 

actuatoare, după ce se parcurg următoarele etape de calcul: 

- Se determină Δqi= qiT-qiS, unde qiT şi qiS sunt valorile coordonatelor generalizate din axele 

comandate ale robotului în poziţia ţintă, respectiv în poziţia start. 

- Se determină valoarea maximă din şirul de valori Δqi, notat cu max(Δqm), valoare maximă 

pentru cupla cinematică conducătoare notată cu m. 

- Se calculează timpul necesar pentru ca axa comandată m să parcurgă cursa max(Δqm) cu 

valoarea maximă sau cu valoarea programată a vitezei (  ̇), adică   
          

 ̇ 
. 

- Se calculează valorile vitezelor generalizate pentru celelalte axe comandate, adică 

  ̇  
   

 
. În figura 3.9 se prezintă profilul de viteză trapezoidal a 3 axe comandate, în care axa 

2 are valoarea max(Δqm) de parcurs, celelalte 2 axe au viteze generalizate adaptate la axa 2, 

astfel încât deplasarea robotului din poziţia start în poziţia ţintă să se facă sincronizat, în 

acelaşi timp pentru toate axele comandate. 

 

Mişcarea liniară  

Mişcarea liniară este mişcarea în care punctul caracteristic al robotului se deplasează din 

poziţia de start în poziţia ţintă pe o traiectorie liniară, ca în figura 3.10.  În acest paragraf nu se 

ia în considerare comanda orientării efectorului final al robotului, deci se presupune că 

efectorul final are aceeaşi orientare şi în poziţia start şi în cea ţintă, ca în figura 3.10. 

 
Figura 3.10 Mişcarea liniară a punctului caracteristic al robotului  
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Comanda mişcării liniare a robotului are următoarele etape de calcul premergătoare: 

- Se calculează coordonatele punctului caracteristic al robotului în raport cu sistemul de 

referinţă ales de către utilizator (sistemul de referinţă ataşat bazei robotului sau cel ataşat 

piesei), notate aici cu xMS, yMS, zMS în poziţia de start al robotului, respectiv cu xMT, yMT, zMT, 

în poziţia ţintă. Coordonatele din poziţiile start şi ţintă ale robotului în raport cu sistemul de 

referinţă ataşat bazei robotului se calculează cu relaţiile determinate din rezolvarea problemei 

cinematico-poziţionale directe a robotului. 

- Se determină ecuaţiile dreptei MSMT, dreapta pe care punctul caracteristic al robotului se va 

deplasa din poziţia de start în cea de ţintă, 
     

       
 

     

       
 

     

       
  (3.16) 

- Se determină coordonatele punctelor de interpolare Mj j=1÷N, de pe traiectoria determinată de 

dreapta MSMT, (figura 3.10), din ecuaţiile (3.16), în care pentru valori date ale uneia dintre 

coordonatele x sau y sau z, se calculează celelalte coordonate: 

 
      

       
 

      

       
 

      

       
.       (3.17) 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.11 Punctele de interpolare de pe traiectoria liniară de deplasare a robotului şi 

deplasarea efectivă a TCP-ului robotului prin mişcare PTP între punctele Mj 

- Se rezolvă problema cinematico-poziţională inversă a robotului, astfel încât pentru fiecare 

dintre valorile cunoscute ale coordonatelor punctelor Mj (xj, yj, zj) să se determine valorile 

coordonatelor generalizate qij i=1÷6, j=1÷N, după care se generează comenzile pentru 

mişcarea PTP (ca mai sus), unde          . 

- Mişcarea liniară este de fapt o mişcare PTP între poziţii de interpolare, de la poziţia de start 

(j=1) până în cea ţintă (j=N). Cu cât N este mai mare, cu atât eroarea de deplasare a TCP-ului 

pe traiectoria liniară este mai mică. 

 

Mişcarea circulară 

Mişcarea circulară este mişcarea în care punctul caracteristic al robotului se deplasează din 

poziţia de start în poziţia ţintă pe o traiectorie circulară, ca în figura 3.12.  Trei puncte 

determină biunivoc un cerc, aşa cum se observă din figura 3.12, sunt necesare 3 poziţii 

memorate ale robotului, start, ţintă şi intermediară. 

Comanda mişcării circulare a robotului are următoarele etape de calcul premergătoare: 

MS 

MT Mj 

X0 

Y0

  X 

Z0 
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- Se calculează coordonatele punctului caracteristic al robotului în raport cu sistemul de 

referinţă ales de către utilizator, notate cu xMS, yMS, zMS în poziţia de start al robotului, cu xMT, 

yMT, zMT, în poziţia ţintă şi respectiv xMI, yMI, zMI, în poziţia intermediară. Coordonatele din 

poziţiile start şi ţintă ale robotului în raport cu sistemul de referinţă ataşat bazei robotului se 

calculează cu relaţiile determinate din rezolvarea problemei cinematico-poziţionale directe a 

robotului. 

- Se determină ecuaţia planului (notat cu P) determinat de cele 3 puncte în spaţiu,  

|

    
          
          
          

|           (3.18) 

- În planul P determinat de punctele MS, MI şi MT, se calculează coordonatele punctelor de 

interpolare MK , care aparţin cercului şi verifică ecuaţia planului, 

 ||

   
     

        

   
     

        

   
     

        

   
     

        

||          (3.19) 

unde s-a notat cu X, Y valorile coordonatelor punctelor MS, MI şi MT în raport cu sistemul de 

coordonate din planul P, ales ca în figura 3.13. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.12. Mişcarea circulară a TCP-ului robotului 
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Figura 3.13. Punctele de interpolare MK de pe traiectoria cercului determinat de 

MS, MI şi MT şi sistemul de referinţă “nou” MSXY faţă de care se determină 

coordonatele punctelor MK. 

 

- Se determină  matricea de trecere   
 , cu metoda cunoscută, după care se recalculează 

coordonatele punctelor de interpolare de pe cerc, MK, cu relaţia 

    
        

          (3.20) 

- Se rezolvă problema cinematico-poziţională inversă a robotului, astfel încât pentru fiecare 

dintre valorile cunoscute ale coordonatelor punctelor MK (xK, yK, zK) să se determine valorile 

coordonatelor generalizate qiK i=1÷6, k=1÷N, după care se generează comenzile pentru 

mişcarea PTP (ca mai sus), unde          . 

MK 
MS 

MT 

MI 

X 

Y 

XR 

YR

  X 

ZR 

Planul P 


