CONCEPTE FUNDAMENTALE UTILE iN EXERCITAREA

PROFESIEI DE INGINER

DISCIPLINA: MECANICA

1.MOMENTUL UNEI FORTE iN RAPORT CU UN PUNCT SI iN RAPORT CU O AXA.

CUPLU DE FORTE

Momentul unei forte F Tn raport cu un punct O se defineste ca fiind produsul vectorial
dintre vectorul de pozitie T = OAal punctului de aplicatie al fortei si forta: |\7I0 =TFxF

Elementele caracteristice ale acestei marimi vectoriale sunt: punctul de aplicatie este chiar punctul
de referinta O; directia este perpendiculara pe planul determinat de cei doi vectori; sensul este

determinat de regula burghiului drept, iar mdrimea este: M, = rFsin(lE,?) =rFsina=Fd, unde

d=rsina se numeste bratul fortei (o = (IE, F) ).Unitatea de masura in SI pentru momentul fortei este

Nm. Daca se exprima analitic cei doi vectori, raportati la sistemul Oxyz:
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Fig. 2
Momentul unei forte in raport cu o axa (A) se defineste ca fiind proiectia pe axa a momentului fortei
calculat in raport cu acea axa. Daca dreapta A face unghiurile o, B si y fata de axele sistemului Oxyz

atunci versorul acestei axe este: &= cosai +cos 4] +cos 7k, iar

M, =M, €=M, cosa+ M, cos B+M,,cosy .

Cuplul de forte este format din doua forte egale ca marime, de aceeasi directie si sensuri contrare,
avand suporturile paralele. Rezultanta acestui sistem de forte este nuld, iar momentul cuplului este:

M, —OAxF + OB x(—F) - (OA— OB ) F ~BAxF — ABx(-F)



Se constata ca vectorul moment al cuplului este un vector liber, nu depinde de punctul Tn raport cu
care se calculeaza. El este perpendicular pe cuplul de forte, are semnul dupa regula burghiului drept
si valoarea M, =F-ABsina =F-d; distanta d se numeste bratul cuplului.

2.REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORTE

Se considera ca asupra unui corp rigid actioneaza o forta, intr-un punct A. Se pune problema
determinarii efectului acesteia intr-un alt punct O ( fig.)

Fig. 3 Fig.4

Tn punctul O se introduce un sistem echivalent cu zero, F si —F. S-a obtinut un cuplu de forte
format din forta F cu punctul de aplicatie in A si forta —F cu punctul de aplicatie in O. Acest cuplu
este echivalent cu un moment I\q/lO = OAxF, deoarece rezultanta unui cuplu este nula. Astfel, in
punctul O s-a obtinut o forta F identica cu forta initiald si un cuplu a cirui moment este egal cu
momentul fortei initiale calculat in raport cu punctul O.
Aceste doua elemente (ﬁ, I\7Io) formeaza torsorul de reducere al fortei F n raport cu punctul O.

Daca asupra rigidului actioneaza un sistem de n forte, reducand fiecare fortd in punctul O, se

va obtine 1n acest punct un sistem de forte concurente si un sistem de vectori concurenti ai
momentelor fortelor in raport cu punctul O. Prin urmare, se va obtine o rezultantd

n
=R +F,+F+..4+F, =Y F si un moment rezultant:
i=1

pell
T

Mo =M, + M, +..+M, => M, = > OA xF .
i=1 i=1

—

Cele doud elemente R si M, constituie torsorul de reducere al sistemului de forte dat, in raport cu
punctul O.
Daci se exprima analitic marimile vectoriale F =F, i+ ijJr F, k, OA, =x,i+Yy,j+2zK, se obtine

expresia analiticd a rezultantei: R :(z FXJT+[ F, ]+(Z in]R:RXT+Ry]+ Rk, cu cele
i=1 i i=1

trei proiectii pe axe

n n n
R, = Z F, Ry = z K siR, = Z F, . Expresia analiticd a momentului rezultant este :
i=1

= =
n I ]: R n n n

M, =Y OA xF :21: X, Y, z :Zl:(yinl—ziFyl )T+;(ziFXI -xF, )]+Zl:(xiFyl -yF, )R:MOXT+MOy]+MOZR
= Fx, FY. Fz, = - =

iar proiectiile momentului rezultant pe axele sistemului Oxyz sunt:

n n n

MOX :Z(yini _ZiFyi)’ MOy :Z(Zini _Xini) §1 Ilez :Z(XiFyi _yini)

i=1 i=1 i=1



3.ECHILIBRUL CORPULUI RIGID LIBER SI SUPUS LA LEGATURI

Un corp rigid este liber dacd poate ocupa orice pozitie in spatiu sub actiunea fortelor
exterioare.

Considerand ca asupra unui astfel de corp actioneaza sistemul de forte exterioare IEI L =H , pentru

echilibrul sau trebuie ca efectul acestui sistem de forte sa fie nul, adica elementele torsorului de
reducere intr-un punct sa fie nule .

n
Mo =M, +M, +...+M_ => OA xF =0
i=1
Ceea ce corespunde urmatoarelor ecuatii scalare:

szzn:FXi =O,Ry=zn:Fi -0,R, = n F, =0
i=1 i=1 i=1
M,, = n (viF, —zF, )=0,M,, =Zn:(zini -XF, )=0,M,, = n (x:F, —iF, ) =0,
i=1 i=1 i=1

Aceste sase ecuatii conduc la determinarea celor sase parametri care determind pozitia de echilibru
a corpului.

In cazul corpului supus la legaturi, unele misciri sunt impiedicate. Axioma legiturilor spune
ca in fiecare punct al corpului in care existd o legaturd aceasta poate fi Tnlocuita cu o forta sau / si
moment care sd aiba acelasi efect ca si legatura. Prin urmare, asupra corpului vor actiona doua

sisteme de forte : unul al fortelor exterioare IE,(I =1 2...n) cunoscute, respectiv al fortelor de
legaturd (reactiuni) F, (j=12...p) necunoscute.

Daca se reduc cele doua sisteme de forte intr-un punct se obtine un torsor format din rezultanta
fortelor exterioare si de legatura, respectiv momentul rezultant al fortelor exterioare si de legatura.

Pentru echilibru este necesar ca aceste elemente sa fie nule
n
Ry +R =D F+> F=0
i-1 =1
n p

Mo + Mo = 3-(OA, xF; )+ (0B, xF, ) =0,

i-1 i

unde Bj sunt punctele de aplicatie ale fortelor de legaturd, A; sunt punctele de aplicatie ale fortelor
date (exterioare).

Aceste doud ecuatii vectoriale se proiecteazd pe axele unui sistem de referinta Oxyz
obtinandu-se sase ecuatii scalare. Din aceste ecuatii scalare se pot determina fortele de legatura si,
daca e cazul, si pozitia de echilibru. Daca numarul necunoscutelor este mai mare decat 6, problema
e static nedeterminata. Daca toate fortele exterioare sunt in plan numarul ecuatiilor scalare ce se
obtin sunt 3. Deci problema e static determinatd daca are 3 necunoscute. Cele mai importante
legdturi sunt: rezemarea, care introduce o necunoscuta (reactiunea normald), articulatia introduce 3
necunoscute;iar ncastrarea introduce 6 necunoscute. Legatura cu fir introduce o singura
necunoscuti, valoarea efortului din fir, directia fiind in lungul firului. In cazul fortelor plane
articulatia introduce 2 necunoscute, iar incastrarea 3 necunoscute.



4.STUDIUL MISCARII UNUI PUNCT MATERIAL TN COORDONATE CARTEZIENE

Tntr-un sistem de coordonate carteziene Oxyz (Fig. 1), legea de miscare a unui punct se
exprimd sub forma F(t)= x(t)T+y(t)]+z(t)R
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Fig. 5

Miscarea punctului material se cunoaste, daca se cunoaste pozitia acestuia in fiecare moment, adica
coordonatele acestuia, ca functii de timp X = X(t), y= y(t), Z= Z(t). Aceste functii reprezinta
ecuatiile parametrice ale curbei pe care se misca punctul. Prin eliminarea timpului in aceste ecuatii
se obtin ecuatiile implicite ale curbei fl(x,y,z) =0 si fz(x,y,z)=0, adica doua suprafete care
intersectate dau curba amintita. Traiectoria reprezinta locul geometric descris de punctul material in
migcarea sa si poate sa coincida cu intreaga curba sau sa fie numai o parte din curba obtinuta prin
ecuatiile de mai sus.

Viteza medie, a punctului material se defineste ca fiind V, =ATF/At. Pentru obtinerea vitezei

. T(t+At)-T(t
momentane se face At—0, deci V=Iim ( )-7()
At—0 At
tangentd la  traiectorie.  Exprimarea in  coordonate carteziene a  vitezei este
\7=?=X(t)7+y(t)]+2(t)ﬁ, de unde se obtin proiectiile vitezei pe axele de referinta

=?(t). Se constata ca viteza devine

v, =x(t) v, =y(t) v,=2(t) , iar modulul este v:\/vi +V, +V] :\/XZ +y® +2° . Acceleratia
medie se defineste ca fiind &, =AV/At. Acceleratia momentand se obtine pentru At—0,
V(t+At)-v(t)
A0 At
modulul az\/ai +aj +a; = X+ 47

—

=V=T=Xi+yj+2k avand proiectiile a, =X(t) a,=y(t) a,=Z(t) si

5.MISCAREA DE ROTATIE CU AXA FIXA A UNUI CORP RIGID. LEGEA DE
MISCARE. DISTRIBUTIA DE VITEZE SI ACCELERATII.

Un corp rigid are miscare de rotatie cu axa fixd daca doua puncte ale sale raman fixe n tot
timpul miscarii. Dacad se considerd un al treilea punct P din corp acesta este determinat prin trei
coordonate. Intre coordonatele celor doud puncte fixe si coordonatele punctului P se pot scrie doud
relatii de legaturd date de distantele dintre ele. Pozitia lui fiind determinatd printro singura functie
de timp. Prin urmare in miscarea de rotatie, corpul are un grad de libertate. Acesta se alege ca fiind
unghiul dintre axele O1x; si Ox, egal cu unghiul dintre axele Oyy; si Oy (Fig. 1). Deci legea de

miscare a unui corp cu axa fixd se exprimd prin relatia 6 =6(t).



=z, Vectorul vitezd unghiulara este dirijjat In lungul axei de
T rotatie i este @ = Ok = QRl , adica are valoarea la un moment
/ \\ dat egala cu derivata in raport cu timpul a legii de migcare.

/ Ot \ Punctul O fiind un punct fix v, =0. Prin urmare se poate
/ \ i
, = —wyi + wX],
| L £ X, V,Z )
e A Xy
\ /

\ L] ceea ce inseamnd ca proiectiile vitezei unui punct din corp

\ ot / pe axele sistemului legat de corp sunt: v, =-wy, v, =X,

N & XU

]
‘ T TR P‘|{Xl>y”2| dezvolta produsul vectorial V=0 0
A

\ o) v, =0. Se poate concluziona ca viteza oricdrui punct din
AT T /0 rigid este situatd intr-un plan perpendicular pe axa de rotatie
0 (v,=0). Singurele puncte de vitezd nule sunt pe axa de

) 7 / ¥ .
o >/ rotatie. Valoarea absoluta este

V:,\fvi +V2+V: =w-\x?+y* =w-R unde R este distanta

Fio 6 de la punctul considerat la axa de rotatiec . Reprezinta raza
9. cercului descris de punctul P in miscarea de rotatie.
Pentru distributia de acceleratii se are In vedere formula acceleratiei unui punct in migcarea generala

a unui corp a=4, +§><?+c?)x(c?)><?), unde & =@ este acceleratia unghiulara, iar &, =0, O fiind

un punct fix.
Din aceasta formula se obtin proiectiile acceleratiei punctului considerat pe axele de coordonate ale
sistemului~ Oxyz.  a,=-0’x-sgy, a,= ex—w’y, a,=0, iar valoarea este

a =\/a§ +a2+al =X’ +y? Ve* + o' =Ry + o'
Se poate constata ca singurele puncte care au acceleratia nula sunt pe axa de rotatie, iar acceleratiile
tuturor punctelor sunt situate in plane perpendiculare pe pe xa de rotatie.

6.MISCAREA VIBRATORIE. DEFINITII SI NOTIUNI FUNDAMENTALE

Miscarea alternativa a unui sistem material fatd de o stare de referintd se numeste vibratie
sau oscilatie. Miscarile vibratorii sunt periodice daca toate elementele cinematice (pozitia, viteza si
acceleratia) se repeta identic dupa un interval de timp T, numit perioadd. Cea mai simpla miscare
periodica este migcarea a cdrei ecuatie (lege de miscare) se exprimd prin functiile trigonometrice
sinus sau cosinus §i se numeste miscare armonica X = A, sin(ot +¢) sau X =A, cos(at +y) .

Marimile caracteristice ale unei vibratii armonice sunt: elongatia x, distanta la un moment
dat fatd de reper; cea mai mare elongatie X, =A se numeste amplitudine; perioada T, intervalul

de timp dupa care miscarea se repetd identic si se determind t{indnd seama cd functia sinus are
perioada unghiulara de 2z, deci sin(wt+ @) =sin(w(t+T)+¢) sau ot+oT+p=ot+@+27 de

unde T=27/w. Perioada se masoard in secunde. Frecventa reprezintd numdrul de vibratii
(oscilatii) complete efectuate in unitatea de timp (secundd) f =1/T =w/27 unitatea de masura
pentru frecventa este 1Hz :]/ s=s". Pulsatia @ reprezinti numarul de oscilatii complete efectuate
in 2n secunde. Legatura dintre frecventa si pulsatie este: @ = 27f . Pulsatia se masoara in rad/s.
Argumentul functiei sinus sau cosinus se numeste faza (ot + @), iar ¢ este faza initiala.
Viteza unei miscari vibratorii se obtine prin derivarea in raport cu timpul a elongatiei:

V=X =Awcos(wt + @) = Awsin(ot+@+7/2) .
Se constatd ca amplitudinea vitezei este v, . = Aw si ca viteza este defazatd cu z/2 fatd de
miscarea oscilatorie.



Acceleratia unei miscari vibratorii se obtine prin derivarea in raport cu timpul a vitezei

a= \D/ = A’ sin(wt + @) = Aw’ sin(wt + o+ )
Se constatd ca acceleratia este defazatd cu 7 inainte fatd de miscare si cu 7/2 inainte fatd de
viteza.

Amplitudinea acceleratiei este a_, = @’A=47f*A. Din aceastd expresie se poate observa
ca In miscarile vibratorii pot aparea acceleratii foarte mari, chiar daca amplitudinea este mica, daca
frecventa este mare.

In Figura 1 se prezintd diagrama (graficul variatiei in timp a legii de miscare) pentru o miscare
vibratorie armonica, iar in Figura 2 este reprezentat cel mai simplu model mecanic care executd o
migcare armonica. Acesta este format dintr-un arc de constanta elastica k si un corp de masa m.

X

A
X

T

Y

Fig.7
7.MOMENTE DE INERTIE MECANICE. DEFINITII SI RELATII
INTRE ELE. VARIATIA MOMENTELOR DE INERTIE iN RAPORT
CU AXE PARALELE (FORMULELE LUI STEINER).

Momentele de inertie aratd modul in care este distribuitd masa unui corp fata de diferite
elemente geometrice de referinta: punct, axa, plan.

Fig. 8. Fig.9
Fata de sistemul Oxyz se pot defini urmatoarele momente de inertie: momente de inertie

polare: J, = i m;r? = imi (X.Z +yl+27? ) momente de inertie axiale:
N - N = N N N N
Jo=>md,=>"m, (y,2 +zi2), J,=>md; =>"m, (x,2 +zi2), J,=>md, =>"m, (x,2 +yi2)
=] i-1 i-1 i1 i-1 i-1

N N N N
momente de inerie planare: J,, = > md2,, => mz?,J o, => mdi,, => mx?,
i1 i1 i=1 i1

‘]sz = imidiszz = i m|y|2
i=1 i=1

Acestea se numesc momente de inertie obisnuite, ele sunt expresii patratice definite in functie de
coordonatele punctelor.Fata de momentele de inertie obisnuite se mai definesc momente de inertie



N N N
centrifugale: J, = Zmixiyi iy = Zmiyizi RS Zmizixi Unitatea de masura pentru toate

i=1 i=1 i=1
momentele de inertie este kg.m? Se pot stabili usor urmatoarele relaii intre momentele de inertie
Je+d,+3, =205, I, +3,, =30, Iy s, =00 I, iy =00 dyoy Fyor Fh0x =Jos
‘]xOy +‘]sz = ‘]x ! ‘]yOz +‘]xOy = ‘]y ! ‘]xOy +‘]yOz = ‘]z
Aceste relatii nu sunt independente, dar sunt utile pentru ca determinand trei dintre ele pe baza
acestor relatii se determina celelalte patru.
Se considera sistemul material raportat la un sistem de referintd Oxyz si la un sistem de referinta
Cx'y'z" ,C fiind centrul de masa al sistemului material, iar axele celor doua sisteme sunt paralele.

Intre momentele de inertie, in raport cu cele doui sisteme se pot stabili urmatoarele relatii: Pentru
H 2 2 2 2 2 2
momentele axiale J, =J, +M(yg +2¢) =3, +Md”,, I, =3, +M(2i +x2)=J +Md’,

J,=3,+M(xZ+y2) =1, +Md?,

3 1 . — 2 _ 2 _ 2
Pentru momente de inertie planare: J,o, =J . +Mz;,J o, = +MXC, o, =J . + My,

Pentru momente de inertie centrifugale: J,, =J .. +MXcyc,J, =J . +Myczc,J,, =J .+ MXcZc

Pentru momentul de inertie polar: J, =J. + M (Xé +Y2+ Zé)

8. IMPULSUL UNUI PUNCT MATERIAL SI AL UNUI CORP RIGID. TEOREMA
IMPULSULUI

Se defineste impulsul unui punct material ca fiind o marime vectoriala egala cu produsul

dintre masa punctului material si vectorul viteza: h = mv. Unitatea de masurd pentru impuls in SI
este kgm/s. Daca se considera un sistem de puncte materiale, impulsul acesuia se obtine prin

n

Tnsumarea impulsurilor tuturor punctelor sistemului H = Zmi\‘/i . In cazul unui corp rigid suma se
i=1

transforma intr-o suma Riemann, iar impulsul total se calculeaza prin integrala pe domeniul D

H= J'Vdm , V este viteza unui punct curent, iar dm este elementul de masa.
D

i Daca se deriveaza impulsul unui punct, in raport cu
timpul, tinand cont de legea lui Newton ma = F , unde m este
A masa lui, a este acceleratia , iar Feste forta rezultanta care

l\z

<4

- actioneaza asupra lui, se ob‘;ine:EI mv=ma=F, adica,
derivata Tn raport cu timpul a impulsului unui punct material
este egala cu forta rezultantd care actioneaza asupra lui

b
o
-y

v <

'h = F.Aceasta reprezinti teorema impulsului. In cazul in

care forta rezultanta este nuld se obtine h =0, adica impulsul

X punctului material se conserva (h =const.).
Fig.10 In mod asemanator, pentru un corp, se demonstreaza
cda H=R_, +R,, unde Rey este rezultanta fortelor exterioare,

iar R rezultanta fortelor de legatura ce actioneaza asupra corpului.

Momentul cinetic al unui punct material si al unui corp rigid in raport cu un
punct. Teorema momentului cinetic.

Momentul cinetic al unui punct materal in raport cu un punct O se defineste ca 0 marime
vectoriald egala cu produsul vectorial dintre vectorul de pozitie al punctului material Th raport cu

punctul O, si impulsul punctului material : RO =Txh=Txmv. Unitatea de misurd a momentului

cinetic este kgm?®/s. Din definitie rezulti ca momentul cinetic este un vector orientat perpendicular
pe planul format de vectorul impuls si polul O avand sensul dat de regula burghiului. Pentru un



n n

sistem de puncte materiale se obtine K, = ZYI xh, = Zﬁ xm,V;. In cazul unui corp rigid suma se
i=1 i=1

transforma intr-o integrala de domeniu, astfel ca momentul cinetic se calculeaza prin integrala

F(O = j? xVdm . Se obtin formule distincte pentru diferite miscari ale corpului rigid. In cazul
D

miscarii de rotatie cu axa fixa se obtine F(O = —JXZa)T—JyZa)] +Jza)R , unde Jyz, Jy; sunt momente de
inertie centrifugale, J, estre momentul de inertie in raport cu axa de rotatie (0z), iar . Daca axa de
rotatie este o axa principald de inertie ( 0 axa de simetrie) RO = Jza)R , lar @ este viteza ungiulara.

Daca se deriveaza in raport cu timpul momentul cinetic n raport cu punctul O, rezulta,
utilizand legea lui Newton: Ko =TxmMV+TxmV=TxF,unde Vvxmv =0, adica derivata in raport
cu timpul a momentului cinetic in raport cu un punctl O este egala cu momentul in raport cu punctul
O, al fortei care actioneaza asupra punctului material: EO =TxF=M,

In cazul in care momentul rezultant al fortelor care actioneaza asupra unui punct material
este nul, momentul cinetic se se conserva: K, = const.

In mod asemindtor, pentru un corp, se demonstreazi ci IZO’C =M (Rex ) +Moc(R)),

unde Mg (R, ) este momentul fortelor exterioare, iar M, . (R, )momentul fortelor de legdtura ce
actioneaza asupra corpului calculate in raport cu un punct fix O sau centrul de masa C.

9.LUCRUL MECANIC SI PUTEREA UNEI FORTE CONSTANTE SI ALE UNEI FORTE
VARIABILE. LUCRUL MECANIC SI PUTEREA UNUI SISTEM DE FORTE.

Lucrul mecanic efectuat de o forta F, de marime

A constanta, la deplasarea unui punct material dinntr-un
_ «F punct A Tn punctul B, de-a lungul unei directii care face
f \ B cu forta unghiul «, este o marime scalara egala cu:
-
r, y L = FAT =F AB cosa , adica produsul scalar dintre forta

F si vectorul deplasare AF. Unitatea de masura pentru
lucrul mecanic n Sl este Joule, (notata J ). Un Joule

X 1J =1INm. Daca unghiul « €[0,7/2) L>0, se spune cd
Fig.11 forta este motoare, daca unghiul « = /2, L=0; adica
fortele perpendiculare pe deplasare nu dau lucru mecanic,
daca a (72'/ 2, 72'], L<0, se spune ca forta este rezistenta.
Puterea produsi de o fortd constantd F reprezinti lucrul mecanic produs de forta in
unitatea de timp: P = L/t. Puterea este un scalar cu semn, putand fi pozitiva, negativa, sau nula.

Unitatea de masura in S| pentru putere este Watt-ul, notat 1W .=1INm/s.
Pentru o forta variabila, Tntr-o deplasare elementara dr, lucru mecanic elementar, notat dL ,

este dL = FdF . Rezulti ca lucrul mecanic efectuat de forta variabila F la deplasarea corpului din
Ain B esterL,; = _[ABdL = IABIEd? . Daca se exprima forta si deplasarea elementara prin proiectiile
pe axe: F=Fi+F,J+Fk si df =dxi +dyj+dzk, lucrul mecanic elementar este

dL =Fdx+Fdy+F,dz. Se intilnesc cazuri in care proiectiile pe axe ale fortei F sunt derivatele
partiale ale unei functii de pozitie U(x,y,z) astfel: F_=0U/ox, F = oU/ox,F, =0U/oz . Pentru
aceste forte lucrul mecanic elementar este: dL =0U/0x dx +dU/dy dy +0U/dz dz =dU, adica este
diferentiala totala a functiei U. Functia U(X,Y,z) se numeste functie de forta, iar lucrul mecanic al



acestor forte, cu semn schimbat, se numeste energie potentiala. Ep =—L=-U (X, Y, Z) +C,unde C

este o constanta. Fortele care dau energie potentiald se numesc forte conservative.
Lucrul mecanic al unui sistem de forte care actioneaza asupra unui corp rigid se obtine prin

nsumarea lucrurilor mecanice ale tuturor fortelor dL = idLi = iﬁidﬁi =Rdf, +M,d& unde R
i=1 i=1

si M, sunt elementele torsorului de reducere a sistemului de forte Tn punctul O, df,, deplasarea

elementara a punctului O, d@ deplasarea elementara unghiulara a corpului. Puterea acestui sistem

de forte este P =dL/dt=RdF/dt+M,d@/dt =RV +M,@. Daci corpul se afld, ca urmare a actiunii

fortelor, in miscarea de translatie, & =0, iar puterea este P =RV . In cazul in care miscarea este de

rotatie P =M@,V fiind viteza corpului la un moment dat, respectiv @ este viteza unghiulara.

Daca I\7Io si @ au acelasi sens puterea este pozitiva, respectiv negativa in sens contrar. Pentru
migcarea de rotatie formula puterii mai poate fi scrisa si in urmatoarele forme :
P=Myw=M,27/T =2zf M, .De cele mai multe ori se foloseste in locul frecventei de rotatie,
turatia, care se da in rotatii pe minut. Se poate scrie relatia dintre frecventa de rotatie si turatie

f =n/60, si in acest caz se obtine, pentru puterea unui motor, formula P =(zn/30)M,, unde M,

este momentul cuplului motor.

10.ENERGIA CINETICA A UNUI PUNCT MATERIAL SI A UNUI CORP IN MISCARILE
DE TRANSLATIE, ROTATIE SI PLANA. TEOREMA ENERGIEI CINETICE.

2

. ... .. .o . . e mv
Prin definitie, energia cineticd a unui punct material de masa m si vitezd v este E, =
: ' In cazul unui sistem de puncte materiale energia cinetica
T se exprima prin Tnsumarea energiilor cinetice ale tuturor punctelor
Tl " m.v.2
0 E.= 24 Pentru calculul energiei cinetice a unui corp
: 2
| \ i=1
e trebuie avut in vedere tipul de miscare a acestuia. Pentru miscarea

; de translatie, vitezele tuturor punvtelor sunt egale la un moment

: n v: MV? : :
dat, deci E, =| > m, 5= .unde M este masa intregului
i=1

corp
In cazul miscarii de rotatie in jurul unei axe, viteza unui punct

este |V;| =|@xT| = d; . Tnlocuind in formula de calcul a energiei
cinetice pentru un corp, se obtine

- N 2 N 2 2
Fig.12 E, =Zmi ((;)di) =(Zmidi2j%:‘]A%’ unde J, este
i=1

i=1

momentul de inertie mecanic 1n raport cu axa de rotatie. Daca corpul are o migcare de rotatie cu
punct fix (O), iar axele sistemului Oxyz, legat de corp, sunt axe principale de inertie, energia

L 5 1 . <
Cinetica se calculeaza cu formula E = —(Jxa)f + Jya)y2 +J.@ ) . Pentru miscarea plan paraleld, axa
2

instantanee de rotatie este axa A . considerand o axa Cz paraleld cu A prin centrul de masa C, se
poate scrie formula lui Steiner : J, =J, +M-IC?, unde IC este distanta de la axa instantanee de
rotatie la centru de masa. Inlocuind in formula de calcul a energiei cinetice de rotatie, rezulta
MV2 ] @? . < e -

5 c 4 22 , unde s-a finut cont ¢d |V,| = ‘a)x IC‘ =w-IC.

Teorema energiei cinetice. Pornind de la legea fundamentald a dinamicii pentru un punct
material supus la legaturi, dupa inmultirea scalara cu vectorul dT, aceasta se scrie sub forma :

E. .=



2
ﬂdl’—F dl’+Fdr adica mvdv=dL_, +dL, sau d( > J dE, =dL,, +dL,, adica, variatia

ext ext ext
dt

energiei cinetice intr-o deplasare elementara este egala cu lucrul mecanic elementar al fortelor
direct aplicate (exterioare) si de legatura ce actioneaza asupra punctului.

Pentru o deplasare finita, din pozitia initiald A in pozitia B, integrand relatia precedenta, se
obtine teorema energiei cinetice sub forma integralda Eqy —Egg =(Log ), 5 +(Ly), 5 adica variaia
energiei cinetice intr-o deplasare finita a punctului material este egala cu lucrul mecanic al fortelor
direct aplicate (exterioare) si de legatura.

In cazul unui corp rigid se aplici legea fundamentala a dinamicii pentru un punct i al
corpului, inmultita cu deplasarea elementara fata de sistemul fix : dF,

av,
"t

corpului rigid si tindnd cont de faptul ca lucrul mecanic al fortelor interioare (perechi) este nul, se
obtine forma diferentiala a teoremei energiei cinetice: dE, =dL_,, +dL,, adica, diferentiala energiei

—LdE, =F,dF, + RdE, ZF dr; , Scriind aceasta lege pentru toate punctele materiale ale

cinetice a unui sistem material rigid(corp) este egala cu lucrul mecanic elementar al tuturor fortelor
exterioare (date) si de legatura ce actioneaza asupra lui. Sub forma integrald aceasta teorema este:

Eca —Ece =(Lex) . (L) g Accasta forma este frecvent utilizata in aplicatii.



