CONCEPTE / TEOREME MATEMATICE DE UZ PRACTIC
iIN EXERCITAREA PROFESIEI DE INGINER

1. Formula lui Taylor pentru functii de o variabild. Aproximarea functiilor prin
polinoame.

Rdaspuns:
Fie f:IcR—>Rsixgel,fe C;”l . Are loc Formula lui Taylor
Sx) = Tu(x) + Ru(x)
unde T, este polinomul lui Taylor de ordin n, iar R, este restul

T,(0=f(x)+

iy b T 0,
! n:

n+l

R ()= o (L pe—x,)), 0 < O< 1.
(n+1)!
Rezulta formula de aproximare pentru x intr-o vecinatate V a lui xo:

fx) = T(x) ,
cu eroarea &, =sup |Rn (x)| .
xeV

2. Spatiile aritmetice n-dimensionale reale R" .

Rdspuns:

R"=RxRx..xR= {)? = (X1,X5,0.,%,),X; €Ri=1n }
R" este un spatiu vectorial peste corpul R si in acelasi timp este un spatiu metric cu metrica
n
euclidiand d, (x, ) = .[> (x, —y,)* .
i=1
Spatiul R’ se identificd cu multimea vectorilor dintr-un plan (uneori se identificd cu
multimea numerelor complexe C), iar R’ cu multimea vectorilor din spatiul fizic uzual (relativ la
sisteme de axe fixate). Spatiul R* este numit spatiul timp a lui Einstein — Minkowski si este
utilizat in teoria relativitatii. Utilitatea folosirii spatiilor R" constd in obtinerea unei exprimari
unitare pentru fiecare din spatiile R, R’, R’, R ... si pe de alti parte in faptul ca orice functie
reald de n variabile reale f(x;, x2, ..., x,) poate fi asimilatd cu o functie f(Xx) de o singura

variabila vectoriald x e R”.

3. Baze in spatii liniare finit dimensionale. Coordonatele unui vector relativ la o baza.

Rdaspuns:
Baza intr-un spatiu vectorial peste corpul K este un sistem de vectori B = (e, e, ..., €,),
liniar independenti si care genereazd spatiul, adica orice vector v se exprimd ca o combinatie



liniara de vectoriidin B: v=x1e; t x2 e, + ... + x, e, , X1, X2, ..., X, € K. Scalarii x;, x», ..., X, S
numesc coordonatele vectorului v in baza B.

4. Valori si vectori proprii ai unui operator liniar.
Rdaspuns:
Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si f: V — V un operator liniar. Un vector
nenul v € V se numeste vector propriu al operatorului f/ daca existd un scalar 4 din K a.i.
f(v) = Av. Scalarul A se numeste valoare proprie.

5. Notiunea de sir numeric si de serie numerica. Aproximarea sumei unei serii numerice.

Rdspuns:
Un sir numeric este o functie f: N — R, valoarea f(n) = u, numindu-se termenul general
al sirului.
Cu termenii sirului (#,), < N s€ construieste sirul cu termenul general s, = ug + u; + ... + u,.
Perechea formata din sirul (u,), < n $1 (Sn)s e N S€ numeste serie cu termenul general u), si

o0
se noteazd » u,. La o serie se pun 2 probleme: determinarea naturii (convergenta sau
n=0

divergenta) si calculul sumei sale S'=lims, .
n—>0

o0
Aproximarea sumei S a seriei convergente Y u,se face prin formula S = s,, cu eroarea
n=0

de aproximare 7, =ty + Uy + ... .
Teoria seriilor este o combinatie intre studiul sumelor finite si cel al limitelor de siruri.

6. Derivate partiale pentru functii de 2 variabile. Aproximarea functiei cu ajutorul
diferentialei.
Raspuns:
Fie f: 4 = R* > R de variabile x si y si (xo, o) € 4, unde 4 este deschisd. Derivatele
partiale ale lui f* in raport cu x, respectiv y, in punctul (xo, o) se definesc prin:

8 . X, - X0
_f(x(),yo)zhm f( yO) f( 0 yO),
ox =X X=X,

8 . X s - X s
—f(xo,yo)zllmf(oy) f(OJ’o)’
oy Y= Y=

daca limitele sunt finite.
Formula de aproximare a functiei f, pentru orice pereche (x, y) dintr-o vecinatate a lui
(x0, 10), este
S, p)= f(x,00)+ (df)(xo,yo)(‘x_x()’y —-Y0)»

unde



@ )ix .y )(x—xo,y—yo):2—f(x0,y0)(x—x0)+ﬂ(x0,y0)(y—y0)
0>%0 X oy

este diferentiala functiei f in punctul (xo, yo).

7. Coordonate polare, cilindrice si sferice.
Raspuns:
a). Trecerea la coordonate polare:
X=pCcosQ

{y=pﬁn¢

unde
p € [0,0); ¢ e [0,2n),

stabileste legdtura intre coordonatele carteziene (x, y) ale unui punct din plan si coordonatele
polare (p, @) ale aceluiasi punct.

b). Trecerea la coordonate cilindrice:

X=pcose
y=psing
zZ=2Zz

unde

p e [0,0); pel0,2n);zeR,
stabileste legatura intre coordonatele carteziene (x, y, z) ale unui punct din spatiu si coordonatele
cilindrice (p, ¢, z) ale aceluiasi punct.

c). Trecerea la coordonatele sferice:

X = pcosgsin 6

y = psingsin

z=pcos @
unde

p € [0,0); ¢ € [0,2n); O € [0, n],

stabileste legatura intre coordonatele carteziene (x, y, z) ale unui punct din spatiu si coordonatele
sferice (p, @, 6) ale aceluiasi punct.

8. Definitia transformatei Laplace. Imaginea derivatei.

Rdaspuns:
Daca f'este o functie original, transformata Laplace a lui f'este:

(Lf) (p)= [ SO dr
0

Imaginea derivatei

(Lf) (p)= p(Lf)p~ 1 (0)



9. Marimi geometrice sau fizice care se calculeaza cu ajutorul integralelor.

Rdspuns:
Aria unui domeniu plan, volumul unui corp, masa, centrul de greutate, momentele de
inertie, lucrul mecanic.

10. Derivata dupa o directie a unei functii reale. Notiunile de gradient, divergenta si rotor.
Raspuns:
Fie f:Dc R’ - R, flx, y, z) un cAmp scalar si § € R?,

§|| =1 un versor a € D . Numim

derivata functiei fin punctul a dupa directia s urmatoarea limita

lim %[f(mtﬁ)—f(c‘z)]:%(a‘)

. of _ ) .. _ o _ .
Derivata a—f_(a)caractenzeaza viteza de variatie a functiei f in punctul a dupa
S

directia 5 . Numim gradientul functiei / in punctul @ urmétorul vector

grad (@) =V (@)= %@i +Z—’;(5)j +2—§@/€

unde Nabla este operatorul lui Hamilton V-= if + 8_]- + il; .
ox 8, oz

. 0f . e g . . . e
Se arata ca a—{(a) =5-Vf(a) adica derivata campului scalar In @ dupa directia 5 este
S

egald cu produsul scalar al gradientului cu versorul s .
Rezulta de aici ca directia gradientului unui camp scalar este aceea dupd care derivata
dupa o directie are valoarea maxima, adica cdmpul are cea mai rapida variatie.

Fie v :U — R’ un camp vectorial pe multimea deschisi U c R*, v = (P,Q,R) .
Divergenta campului v intr-un punct curent din U este scalarul (numarul):

divy=9f 00 OR

ox 0Oy 0z

Rotorul campului v intr-un punct curent din U este vectorul:

rot \7=[6—R—ij+(a—P—a—Rjj+(g_a_P]E=vx‘7

=Vxv

oy 0z 0oz Ox ox Oy

11. Definitia logaritmului in baza datd a > 0, a # 1 a numérului N > 0.

Rdaspuns:
log, N=x< N=a". Deci log, N este puterea la care trebuie ridicata baza pentru a
obtine numarul.



12. Definitia functiei parte intreaga.

Raspuns:
Partea intreaga a numarului real x, notata [x], este cel mai mare numar intreg mai mic sau
egal cu x:
xelkk+1), kelZ=|x|=k.

Functia f: R > Z, f{x) = [x], se numeste functie parte intreaga.

13. Determinarea extremelor unei functii de 2 variabile.

Rdaspuns:
Extremele functiei u =u(x,y)se gasesc printre punctele stationare asociate, care sunt
ou
-0
solutiile sistemului gx .
’ u
-0
oy

2 2 2 2
Un punct stationar este punct de minim daca Ou Ju_| Ou >0 si —u>0,
5 2 2 2
ox~ oy ox

2
. . _ 0*u o’u o%u . Ou
respectiv este punct de maxim dacd —--—— >0 1 —<0.
ox~ 0Oy Ox0y ox

14. Ecuatia generald a unui plan in spatiu, respectiv a unei drepte determinata de 2
puncte, in spatiu.
Rdaspuns:
Considerdm punctele M,, M, din spatiu ale ciror coordonate sunt M, (x,, y,,z) si

Mz(xsz’pZz)'
Ecuatiile canonice ale dreptei determinate de M, si M, sunt :

D: X4 _V~h _ 274

X=X Vm» Vm»

Ecuatia generald a unui plan este: ax+by+cz+d=0.

15. Consideratii generale privind definitia, existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor
diferentiale.

Rdaspuns:

In fizica, mecanica, chimie, biologie se intalnesc ecuatii care contin una sau mai multe
functii necunoscute impreund cu derivatele lor panad la anumite ordine, ecuatii ce se numesc
ecuatii diferentiale.

Problema integrarii unei ecuatii diferentiale de forma:

F(x, v, ...,y(")) =0




este problema determindrii tuturor intervalelor I < R si a tuturor functiilor y : I - R, y € C"(I),
care verifica identic aceastd ecuatie, unde x € I este variabila independentd iar y este functia
necunoscuta.

Determinarea acelor solutii care verificd unele conditii suplimentare bine precizate

Problema lui Cauchy are solutie unica.

16. Circulatia cimpului vectorial. Lucrul mecanic al unui camp de forte.

Raspuns:
Daci se considerd campul vectorial v: D — R?.
Vv =P(x,y,2)i +O(x,9,2)j + R(x, y,2)k
atunci se numeste circulatia campului vectorial v in lungul drumului () numarul real definit
astfel:
L= [v.dr= | P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz
) )
Daca v este un camp de forte, atunci circulatia I' in lungul drumului () se numeste lucrul
mecanic al campului de forte v .

17. Fluxul unui camp vectorial. Interpretare fizica.

Raspuns:
Fluxul campului vectorial v prin suprafata orientatd (S) este numarul real @ (\_/) definit
astfel:
Ds(v) = [[v-n do = [[P(x,y,z)dvdz +O(x,y,z)dzdx + R(x,,z)dxdy .
s s

Dacd v este campul vitezelor particulelor unui fluid care curge, iar p reprezinta
densitatea fluidului atunci fluxul campului vectorial w = pvprin suprafata S, este dat de

) S(v_v) = Hv_v-;da si reprezintd cantitatea de fluid ce traverseza suprafata S in directia n in
s

unitatea de timp.

18. Ecuatia coardei vibrante.

Raspuns:

Prin coarda se intelege un corp elastic, la care doud din dimensiunile sale sunt neglijate in
raport cu a treia. Admitem ca, coarda executa deplasari in planul Oxy, iar vectorul deplasare
z(x, ) este perpendicular pe axa Ox. Sub actiunea unei forte perturbatoare dirijate dupa axa Oz de
intensitate f(x, f) raportatd la unitatea de lungime, coarda sufera in punctul x si la momentul ¢
deplasarea transversald z(x, 7) din planul fix Oxz. In cazul coardei omogene cu densitatea coardei
p = po = ct $i cu tensiunea coardei Ty = cf se obtine ecuatia coardei vibrante sub forma:




Problema lui Cauchy pentru ecuatia omogend a coardei vibrante (¥ = 0) cu conditiile
initiale:

2(x, 0) =fix) si z,(x,0)=g(x) , fe C’(R), g € C'(R)

inseamna determinarea functiei z(x f) € CA(R x Ry) prin formula lui D’ Alambert:
x+at

2ot = [ Grran+ fe-anle- [ gy,

x—at

19. Ecuatia caldurii.

Raspuns:

Daca intr-o regiune D din spatiu temperatura nu este constantd asistdm la fenomenul de
deplasare a unui flux de caldurd de la punctele cu temperaturd mai 1naltd catre punctele cu
temperaturd mai scazutd, fenomen care poartd numele de propagarea caldurii. Fie z(x, ?)
temperatura mediului in punctul x la momentul ¢. Dacd domeniul D este supus unui cadmp de
temperaturd exterior cu densitatea f (x, f), raportatd la unitatea de volum, iar mediul este si
omogen, atunci caldura specifica ¢, densitatea mediului p si coeficientul de conductibilitate
termica k sunt constante. Considerand numai propagarea caldurii intr-o bara omogena, adica intr-
un corp la care doud dintre dimensiuni sunt neglijabile in raport cu al treilea notat prin x, ecuatia
propagarii caldurii are forma:

o0z, 0’z k f

=F(x7t)a a2:_, F=
ot ox* c-p Gp

(*)

Daca bara se considera nemarginitd in ambele sensuri, deci x € R si £ > 0, atunci se poate
pune problema lui Cauchy pentru ecuatia caldurii, care constd In determinarea functiei z(x, f),
care verifica ecuatia omogena (*) (F = 0) si verifica conditia initiala:

2(x, Oli=0=f (%) .
Solutia este data de formula lui Poisson pentru ecuatia caldurii

_G=»)" y)

Zo(x,t) =———— \/_ j f(y)e 4a’t dy, t>0.

20. Formule integrale in teoria campurilor (Green, Gauss — Ostrogradski, Stokes)

Rdspuns:

Fie D = R* un domeniu simplu in raport cu axele de coordonate (un domeniu compact
elementar) avand ca frontierd curba y neteda pe portiuni, iar P si Q functii de clasi C' pe un
domeniu deschis din R?, care-1 contine pe D. Atunci are loc formula lui Green-Riemann:

§ PO+ 0y = H[ by%%ﬂw@

unde sensul de parcurs pe y este sensul pozitiv (sensul discret).



Fie Q < R’ un domeniu compact elementar (simplu in raport cu axele de coordonate) si
v:Q—>R> ,;(x,y,z) = P(x,z,y); +0(x,z,y)+ R(x,y,z)% un camp vectorial de clasa Cc'(Q).
Atunci fluxul campului vectorial v prin suprafata S, = Fr(Q), dupd normala exterioara n, este
egal cu integrala tripld a divergentei campului vectorial pe €, adica avem formula lui Gauss-
Ostrogradski:

I; ndo = deiv_vdx dy dz.
S, Q

Fie S o suprafatd neteda de clasd C* bordatd de curba netedi inchisa C orientatd coerent
de versorul 7 al normalei la suprafati S. Dacd v = (P,Q, R) este un cAmp vectorial de clasi C' pe

o multime deschisa din R?, care contine S, atunci circulatia cAmpului vectorial v pe curba C este
egala cu fluxul rotorului v prin suprafata S, adicd avem formula lui Stokes:

§ V-dF:” rotv-ndo
c s
unde, 77 =cosa i +cos - j+cosy-k versorul normalei la suprafatd.




